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习题 的 提示 二 De 上 tt COOO) 
参考 书目 C00) 


mEM 有 mm 
8， 设 a 详 2 是 给 定 的 正 整数 . 证明: 对 任 一 正 怎 数 坟 4 必 有 唯一 
的 整数 庆 汪 0, 使 a* 所 na*T71, 


Y2 整除 .素数 与 合 数 


定 区 1 设 c=pEZ,a 尖 0. 如 果 存 在 goEGZ 使 得 一 az, 那么 就 
说 上 可 被 a 整除 , 记 作 a|58, 目 称 5 是 a 的 倍数 ,a 是 总 的 约 数 (也 可 
称 为 除数 .因数 ).2 不 能 被 a 整除 就 让 ' 作 a 46， 

由 定义 及 履 法 运算 的 性 质 ,立即 可 推出 整除 关系 有 下 面 性 质 
(注意 ; 符号 alb 本 身 包 含 了 条 件 ce 天 0)， 

定理 1 6) ap > -ip ai 一 < la| | |B| 

iia'p Heelc sale: 

Dal5 Halc<— 对 任 这 的 rx,yEZ 有 a prtey; 

(QV) 设 72 关 人 0 那么 | >ma :mb; 

ev als Ha bo re 

(vi 说 5 天 0. 那么 ,a15 一 ~ |a| 所 |5|. 

证 0G) 由 以 下 各 式 柴 两 等 价 推出 ， 

Pag b(t 9, b=at—g), |5|=iallg!. 

Gi 因由 5 一 aqiye 一 6b9; 推出 c 一 atgg2)， 

Qi 必要 必 . 因由 六 一 agec 一 ar 推出 bx cy =atgrt oy). 
取 评 二 ly 一 0, 丰 一,y 二 1 就 推出 充分 性 . 

(tiv) 由 乘法 相 请 律 知 ,zw 了 关 0 了 时 ,2 一 ac 等 价 于 mrx5 二 Cna yg. 

fw) 由 5 一 agqisa 二 bq9r 其 a 一 agqigs a 了 关 0 所 以 F192 二 1 :d= 
十 1. 

(Vi) 由 他 划 站 | 二 |a||g|. 当 5 了 关 0 时 ,|gi 实 1, 证 毕 . 

这 些 看 来 了 分 简单 的 性 质 是 非常 有 用 的 . 

例 1 证 明 ; 苦 3|n 日 7|x, 由 | 21 [an, 

四 31n 却 nn 二 3mm; 所 以 7 13m. 由 此 及 7|7m 得 ?|(751 一 2 ， 37) 
一 六 .因而 有 21|x. 


下 
了 


Cr1 


例 2 设 一 2 1. 芋 空 128 出 惰 | 六 . 

Hi 和 28 Dn=ann 和 l(t2in an}y Bh aln. 

例 3 设 a,b 是 两 个 给 定 的 非 零 粮 数 .有 旦 有 部 数 zy 使 得 ax 
+-bwv 二 1, 证 昌 ， ean HPI Matin, 

nearby — nedr ft nay ab lnaap ln 有 好 得 所 北 
结论 .注意 到 7.。 13 (一 2) 一 11, 由 此 也 证 明 广 例 1. 

和 例 4 设 C= dn a 是 整 系数 客 项 
式 . 若 过 六 -ce 则 区 | CD fe) 

我 们 有 

FF 一 人 (一 GT 

赴 此 大 db 一 就 失 : 绰 有 要 结论 . 


ad ite), 

由 定 沈 和 纯 , 一 个 再 数 天 0: 尼 的 所 有 倍数 是 

站 a， 是 一 站 ,十 1 士 2 
汶 个 集会 是 完全 确定 的 . 零 是 所 有 非 裤 整数 的 信和 数 , 但 对 于 “个 整 
狼 六 二 0 关于 它 的 约 数 . - 般 就 知道 得 不 儿 了 . 显 见 , +]. 士 h( 当 
5 一 十 1] 时 红 丰 疝 个 )- 一 定 是 5 的 的 数 , 它 们 称 为 是 5 的 显然 约 ( 因 、 
除 ) 数 ;5 的 其 他 的 约 数 ( 如 果 有 的 话 ) 称 为 是 5 的 非 显然 约 : 因 、 
除 ) 数 .或 真 约 ( 因 . 除 ) 数 . 由 定理 106vi) 知 ,5 关 0 的 约 数 个 数 只 有 
有 限 个 .例如 ,5 一 12 时 , 它 的 全 体 约 数 是 : 
十 1, 十 2, 十 3 士 4, 士 间 十 12， 
让 中 古 显 然 约 数 有 5 个 .5 一 7 时 : 它 的 全 体 约 数 正 : 
二 1 ,+ 7， 

它 没有 非 显 然 约 数 . 下面 美 于 约 数 的 性 质 显 有 用 的 . 

定理 2 设 整 数 & 了 0,di,di,…sdi 是 它 的 全 体 约 数 .那么 ， 
Ordirbidzorrspids 也 是 它 的 全 体 约 数 . 也 就 是 党; 当 4 高 万 态 的 
合体 约 数 时 ,Ba 也 遍 内 上 的 全 体 约 数 , 此 外 , 若 庆 0 刚 当 区 是 历 
的 爹 体 正 约 数 时 ,bd 也 通 历 声 的 全 体 正 约 数 、 
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证 ” 当 台 时 ,re 是 整数 .8 一 人 (op 所 以 ea 也 是 上 的 
约 数 ,日 当当 产品 有 时.87d 王 Bidj. 这 样 ,bd1,-… ,b/d 中 二 个 两 两 
不 同 的 六 的 约 数 .由 于 5 的 约 数 的 个 数 是 一 定 的 ;这 就 证 明了 第 一 
个 结论 . 由 此 此 z, 址 正 的 当 习 和 仅 当 #4d; 也 是 正 的 .上 加 推 出 第 i 个 
尘 论 . 还 上 和 毕 . 

显 昂 50 的 全 体 约 数 中 ,一 半 赴 正 的 ,一 半 是 负 的 . 

例如 油 一 12 时 ,我 六 有 

cz 一 li 士 2, 士 3, 4 二 6, 士 12. 
bid 一 t+ 12, 士 6, 士 4. 土 3, 士 2, 士 1. 

下 面 已 绎 看 到 ,有 的 数 { 例 如 77 忆 有 显然 约 数 . 这 种 数 在 哲 数 
中 有 特别 重要 的 作用 .为 此 引进 

定 半 2 说 局 数 关 关 0D, 士 1. 如 虹 它 除了 显然 的 数 士 1, 士 户外 
滥 有 其 他 的 约 数 .那么 , 关 就 称 为 是 素数 (或 质数 ). 若 a 关 0, 填 1 卫 
4 小 尾款 数 . 岂 = 称 为 合 数 . 

洒 疡 夭 0, 士 1 时 ,由 机 太 和 户 此 同 为 素数 或 台数 ,所 以 ,以 后 
在 没 和 特别 说 朋 ,素数 总 是 指正 的 . 例如 

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31 
莉 是 素数 .由 定义 开 昌 推出 (读者 和 白 己 证 明 》; 

定理 3 (i) a 这] 是 合 数 的 介 要 条 件 是 a 一 de ,ld<a,]<e 

(ii 若 c>>1d 是 素数 日 zl, 则 了 一 5 

定理 4 奇 a 是 台数 , 则 些 有 素数 户 |a. 

证 由 定义 向 e 必 有 除数 4 大 2 设 集 侣 人 由 上 的 所 有 除数 
将 2 组 成 .由 最 小 自然 数 原 建 记 集合 中 必 有 藤 小 的 自然 数 , 设 为 
户 . 记 :和 定 足 莹 数 . 若 不 然 . 疡 六 2 是 合 数 ,和 中 定理 30) 知 pp 必 有 除数 
2 局, 这 和 的 招 小 性 并 盾 . 证 毕 ， 

一 个 莹 获 玖 际 数 和 如果 是 素数 ,那么 这 个 除数 谍 称 为 膏 除 ( 因 ) 
数 . 

定理 5 发 将 数 a 闻 2. 那么 ,a 一 定 可 老 为 素数 的 彻 积 ( 和 包括 

了 


本 身 基 素数 ). 蔓 
QO pipa p:: (12 
其 中 piC0sE jss) 足 素数 ， 
证 ”我 们 用 第 二 种 数学 归纳 法 来 证 . 当 < 一 2 时 ,2 是 素数 ,所 
以 结论 束 立 .假设 对 其 个 呈 全 2: 扫 2 时 .结论 对 所 有 这 种 a 
者 成立. 当 a 一 71 肝 , 洛 时 康 数 , 则 结论 成 并 ; 奉 n 居 合 数 , 则 尼 有 
二 #2 假设 革 1 ;部 可 表 为 素数 的 二， 
Np pi pa par: 
这 样 .就 把 “ 硼 为 豪 数 的 琵 积 ， 
dn ne pi pat Por. 
央 此 ,由 第 二 种 数学 归纳 法 知 , 定 理 对 所 有 的 a 兰 2 部 成 立 . 证 毕 . 
例如 ,1260 的 不 相同 的 康 际 束 有 2;3;5.7, 共 国 个 
1260 一 2。2 33，5，7 一 2 3，。5。7 了 ， 
所 以 ,1260 共有 6 个 素 除 数 ( 包 括 相 同 的 ). 从 定理 5 容易 排出 5 证 
明 留 给 读 知 )， 
推论 5 设 吾 数 “之 2. 
(i) 大 wa 是 台数 . 则 必 有 素数 户 |ja 产 se 
ci) 着 a 有 开 天 式 5 则 必 有 半数 户 [a pa 
例如 , 当 a 一 1260 I 寺 .x= 二 6, 它 的 案 暑 数 2 器 满足 
2 (1260) la 3., 28.. 
推论 6 准 出 了 一 -个 导 抄 索 数 的 有 和 懂 算 法 . 测 如 ,为 了 求 出 不 赵 
过 1000 蚂 任 铭 的 正 鉴 数 A 的 所 有 素数 , 记 雪 把 1. 友 不 由 这 100 
{或 入) 的 所 有 让 合 数 孝 删 去 . 由 推论 6 印 ， 不 起 过 1005 或 AN) 的 由 
合 数 ea 区 有 - -个 素 除 数 Pa 二 100 呈 3210 或 和. 国 而 ,外 堪 
先 求 出 不 超过 10( 或 N! 2 的 全 部 素数 2 2 357(8 pr prs: py 
然 | 并 ,依次 把 不 想 讨 100( 或 ND) 的 正 整 数 中 的 除了 2.3,5,7( 或 
Pi 以 外 的 2 的 倍数 .3 的 倍数 .5 的 倍数 .7 的 倍数 (或 户 : 的 
信和 数 ,… ,ps 的 下 让 夺 . 就 则 去 了 不 超过 108( 束 入 7 的 全 部 
正 合 数 , 利 未 的 正好 就 是 在 超过 1005 或 和 N) 人 的 全 部 素数 . 具体 做 法 
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见 下 表 , 取 六 一 100. 


1 12 13 14 5 
36 17 18 19 30 31 ?2 23 MM 25 25 27 38 29 0 
31 23 机 1 
4 7 5 R33 4 55 56 S57 58 59 80 
61 63 4 和 了 771 73 ?4 5 
6 0 
1 2 98 4 5 WW 97 HR 0 Tou 


由 十 表 可 以 看 出 ,没有 删 去 的 数 是 
23r5711， 13, 17,，19,23,29.31,37 ,41,43， 
47.53.59.61 ,67.71,73,79,83,89,97, 

共有 25 个 ,它们 义 起 不 超过 100 的 全 部 素数 . 从 这 不 起 过 100 的 

25 个 秦 数 出 发 ,重复 上 面 的 做 法 ,总 可 找 出 不 超过 100: 一 10000 

的 全 部 素数 . 这 种 寻找 索 数 的 方法 ,通常 叫做 Eratesthenes 筛 法 . 

效 掌 中 的 一 个 著名 的 定理 足 ， 
定理 7 训 数 有 元 穷 多 个 . 
证 ”用 反 证 法 .假设 具有 有 有限 个 素数 (注意 . 已 约定 系数 一 定 

是 正 的 ? ,它们 是 Tl 泥 虚 诺 二 Cr 是 见 ,ar2. 内 定 

去 4 知 必 有 素数 pia. 由 假设 知 记 必 等 于 某 个 gj, 因而 p 二 g;-- 定 

芗 际 4 ggs…g4 一 1; 但 素数 gj; 宇 2, 这 是 不 可 能 的 , 圣 盾 . 寺 此 , 假 

设 是 壬 谋 的 , 妈 素 数 必 有 元 认 多 个 ,证 毕 . ， 

设 Jy1 个体 素数 按 玉 小 有 顺序 排 成 

的 序列 , 必 及 

Cs 一 19a…9t 十 ]. 

中 直接 计算 得 (yg, 已 在 上 上 面 求 山 )， 

W333, WG=7， QQ;—31, OQ,=211, W2311,， 
Ws—=359" 509, QQ;=19* 97 *， 277, Cs 347 *， 27953, 
cos 一 317，703763， := 33] * 57] + 31231. 

这 里 前 五 个 是 素数 ,后 五 个 是 合 数 ,但 都 有 : -个 比 2 更 大 的 素 
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除数 . 至 今 还 不 知道 大 机 有 无 荔 区 个 天使 外 .是 素数 ,也 不 知道 存 
否 有 万 穷 多 个 上 使 Q@; 是 合 数 . 

研究 素数 的 忻 质 旦 数 论 的 核心 问题 之 -一平 今 对 这 一 问题 还 
了 解 不 多 ,我 们 将 在 $10 对 素数 的 个 数 作 初步 的 讨论 . 关于 台数 
品类 数 的 甘 系 .一 个 谋 刻 会 想到 的 问题 是 ， 定理 5 中 的 表示 式 (1) 
在 不计 疡 (SF 次 序 的 意义 下 是 否 是 唯一 的 . 回答 是 肯定 的 ， 
这 就 是 著名 的 算术 基本 定理 (网 人 二 定 王 2)， 


习题 二 


1 7 区 ed, Nar pd: 
(ii 莽 Palbr; 则 对 任 吝 粮 数 x tr 1 
a Bri Fhe. 

2， 若 和 ar 二 an 有 鉴 数 根 rs 天 0， 加 :| 一 和 股 巾 , 兰 生 十 
20 有 整数 根 mm 天 D: 则 ro:an: 

a3， 糊 断 以 下 方程 有 巨 整 数 根 , 若 有 整数 很 则 求 出 所 有 这 种 
加 ;fi el 十 Bar .32 7 十 7X 一 6 二 人 02 0 

4 设 吉 pni 注 旺 alinvax Fy 二 1sy 是 两 个 整数 ,让 曲 ; 
ri | 好， 

5 2n51n 点 7 了 In 刚 了 0 

6. 设 吉 闫 1 主 且 ， ka- 1)71n* -1 的 充 要 茶 件 是 (mr 1)1&， 

7. 求 以 下 备 数 的 全 部 娄 除 数 . 正 除数 ,以 及 把 它们 圾 为 素数 
的 于 ，1234,2345,34560,111111, 

8， 证 朋 ， 对 任 给 的 正 整 数 天 . 必 有 基 个 连续 中 整数 都 是 全 

9 证明: 奇数 -一定 能 表 为 两 下 方 数 之 老 . 

10. 设 户 足 直 整数 > 的 最 小 泰国 数 . 广 明 ; 齿 pn 人, 
由 未 数 . 

11， 设 记 芝 志 之 py 是 素数 ,nn 是 下 整数 . 若 pipeps | 有， 出 
PE 

1 已 


12， 利用 Fratosthenes 条 法 求 出 300 以 内 的 全 表率 数 . 

13. 利用 第 11 题 , 提 出 一 种 燃 似 于 Eratosthenes 沛 法 的 方 
法 , 米 求 出 所 有 不 超过 100 且 至 区 是 两 个 素数 科 积 的 正 整 数 . 

14. 设计 0; 本 二 27 4 1. 再 设 m 关 .证 明 ; 阁 d], 且 a|F,， 
现 之 天。 由 此 推出 素数 有 无 穷 多 个 . 

15. 芒 天 同上 上 题 , 证 明 : 天 一 天 0 下 人 2 

156， 这 和 忱 东 数 甸 项 式 PCr)= 一 asz" a 十 十 anycn-. 
让 碍 : 必 有 有 无穷 多 个 整数 值 z ;使 得 Pir) 是 合 数 ， 

17， 证 闫 六 1 一 1)1 二 1. 证 时 :天 是 素数 ， 

18， 这 gg 了 0; 士 1. 若 对 侍 意 的 a.5;, 由 gla58 可 惟 出 ga 或 oP 
至 少 有 一 个 成 立 , 刚 gy 一定 是 过 数 . 
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3 3 市 余数 除法 与 加 转 相 除 法 


初等 数论 的 证 明 中 最 恒 些 .最 基本 .最 带 用 的 工具 就 是 目 面 的 
珊 余 数 除 凌 ,也 称 为 除法 算法 . 

定理 1 设 < 光 是 两 个 给 定 的 尾数 ,az 天 0 那么 ,一 定 宕 在 唯 

-的 一 对 整数 &g 与 :满足 
六 一 Ga 一 站 Or |al|. 《TD 

此 儿 屏 所 了 攀 充 要 条件 足 r 一 吕 ， 

证 唯一 性 车 还 有 整数 与 7' 满 中 

p=gatr’, 0<r |al, (2) 
不 妨 设 ww 守 7. 由 式 昌 ?和 <《 2 得: 0 所 r' 一 fr 之 |a|; 友 
rr (gy -9' a, 

基站 一 fr 守 D0; 刚 由 上 式 太 $2 定理 1Cvi} 椎 出 |al 守 一 7, 这 和 一 
r< a 平 古 .所 以 , 必 有 二 r+; 进而 得 gq 一 和 @， 

存在 性 当时 ,可 地 9g 一 Bb/asr 二 0, 当 a1 5 时 ,考虑 集合 

二 1 十 2 )， 
容易 看 出 ,集合 工 中 必 有 下 整数 (例如 . 取 上 一 一 2i8a) ,所 以 由 最 
小 日 然 数 原理 知 , 了 中 必 有 一 个 最 小 止 区 数 , 设 为 
tn 一 认 一 此 1 站， 

我 们 米 证 明 必 有 如 达 |al|. 因 at#8 所 以 二 关 |a|. 若 二 14|, 则 4 二 
一 || 计 0, 电 网, 自 记 本 之 10. 这 和 的 最 小 性 政 酒 . 取 9g 二 so， 
"一 所 名 满 足 些 求 . 

最 后 ,5 二 ga 一 7 时 ,al|b 的 充 要 条件 是 a|r. 当 满 足 0 志 r 之 
la 时 ,由 和 2 定理 1Cvi) 就 推出 ljr 的 充 要 条 件 足 r 一 0. 证 毕 . 

在 具体 应 用 带 条 数 除 法 时 ,请 取 以 下 更 志 活 的 形式 : 

定理 2 设 a,p 足 两 个 给 定 的 整数 ,aa 关 0, 髓 设 过 是 一 给 定 的 
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整数 , 那么 ，: 定 存在 唯一 的 一 对 整数 ge: 与 rj, 满足 
p=—=qaatrn,s drn<|al|td. (C3) 
此 外 :ce 上 的 充 要 条 件 足 cr 
证 唯一 性 的 证 明 同 定理 1. 由 定理 1 知 存在 ge 与 > 满足 
请 一 过 一 ar nsSr< ia|， 
取 呈 一 Ga 天 一 rr 十 红 和 满足 式 (37, 这 就 证 明了 存在 性 ， 和 下 的 结论 
是 显然 的 ,还 毕 . 
在 式 (3; 中 到 不 同 的 4, 斌 得 到 不 同形 式 的 带 余数 除法 ,了 家 
cd 一 0 就 是 式 51). 取 4 = 二 1 得 到 


seatrn: ln 人 |al. (4 
当 a 次 偶数 时 , 取 4 一 一 la!/2 得 
pp—aqatrs ea/2er 人 |al|/?; ‘52 
取 4 一 一 jei72 十 1 得 
egalr: 一 ai72<r 区 | 空 | 72， (5 ) 
于 4 为 可 数 时 . 取 d 一 -( a|l- 1)/2 得 
六 一 CI 一 rr {tal -12al|+1)/2. C6) 
起 (< 引 和 (6) 合 起 米 可 写成 
pgautrs 一 ar |al|/2. C7) 
式 C5 和 6) 合 起 来 可 汪 成 
六 一 dr 一 |al72<rs la|72， &7 


通 首 把 式 5C1) 中 的 7> 称 为 占 被 a 除 后 的 最 小 非 负 余数 , 东 57) 和 
(7 中 的 六 都 称 为 绝对 最 小 余数 , 式 (4) 中 的 称 为 最 小 正 余 数 ， 
而 式 ( 引 ) 中 的 xz) 统称 为 余数 蕊 . 

推论 3 设 4 计 0. 任 :一 整数 被 4 除 后 所 得 的 万 小 非 人 久 人 余数 昆 
日 仅 是 0.1 ya 一 ] 这 a 个 数 中 的 :一 个 . 

这 起 定理 1 的 直接 推论 . 它 是 常用 的 整数 分 类 太 进 位 制 表 示 
法 的 基础 . 对 物 对 最 小 余数 .最 小 正 你 数 有 类 似 的 推论 (请 读 将 扫 


全 由 十 可 可 以 任意 选取 ,所 以 满足 一 + 的 襄 均 惊 为 作 数 . 


例 1 设 c2322 是 给 定 的 下 丈 数 .对 智和 定 的 六 和 被 二 除 抽 杂交 
中 于 贡 的 和 注 吕 等 二 了 的 全 人 恒 否 数 是 
Til 
这 些 整 数 纪 成 的 焦 合 忆 为 上 显 涡 . 当 且 各 汗 | (7 关 一 jz1| 寺 ， 
Sa 一 CB) 


"1 


当 at 六 ab 保全 a 与 Ss 不 相 纪 :BB 
Sei {Si 《9 
由 推论 3 立 基 得 到 | 
六 
印 全 体 鉴 数控 被 除 后 所 得 的 最 小 非 仙 祭 数 来 分 类 ,分 或 了 网 网 
不 相交 的 & 个 类 . 简 如 :a 二 2 时, 全体 束 数 分 为 是 类 ， 
2 oR: RE Si:. = 2 | Ll; AELI: 
a 一 3 和 全 兮 党 数 分 为 二 类 ， 
一]: EZi. 
太一 13 由 十 2: 二 : 
d 一 6 时 全 休整 数 分 为 六 类 ， 
60 二 16 岂 ; 点 全 站} ， Sol1— BR | 1; AE ZZ), 
仿 ss 一 6 下 一 :24 不 生 六 } ，。 Sas 一 1 此 十 3: 此 万 六} ， 
0 RE Sen {BE—3: 上 EZ. 
例 2 设 4 宇 2 三 络 定 的 下 尾数 . 那么 , 任 一 正 整 数 芋 必 纪 唯 
pra re ea 一 二 (10) 
其 中 整数 有 00sr aa 100 过 1) mi 天 0 这 就 是 正 束 数 史 6 
进位 表示 
证 ”对 正 整 数 ?# 必 和 有 了 瞧 -- 的 丰产 0 使 ia 为什么) 
由 带 余 数 除 法 知 , 必 有 了 唯 …… 的 oosre 满足 
A gudtrs Sr0< a,. 
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下 


若 丰 0 则 必 有 于 一 0,1 近 mm<e 所 以 结论 成 立 , 设 结 论 对 
& 一 可 芒 0 成 立 . 那么 , 当 有 一 奕 十 1 时 ,上 上 式 中 的 we 必 满 是 


由 假设 知 
吓人 
其 中 DeErrsEe 一 100s 让 一 1 1ssosa 一 1. 因而 有 
msm 
即 薄 论 对 着 十 1 也 越江 ,证 毕 . 
例 3 设 a>>2 是 奇数 .证 明 : 
i) 一 定 存 在 正 怎 数 4 所 a 一 1 使 得 a|2" 一 ]. 
(ii) 设 cn 是 满 是 人 的 最 小 下 芝 数 4 那么 412”…1 的 而 要 牺 
件 是 频次， 
证 ” 先 证 人. 考虑 以 下 二 个 数 : 
2 .23 22 22 
由 有 2 全 2 和 ,ai2g0s7<a) 由 此 上 定理 1 可 得 : 对 每 个 ;， 
Oj a, 
Dagar OriCa, 
所以 a 个 余数 这,yrier ro-1 仅 可 能 取 a 一 1 个 值 . 过 此 由 1 定理 
5 知 其 中 必 有 两 个 相等 ,; 设 为 yi; 不 妨 设 0 近 1 过 站 之 a, 因而 有 
algr—og) — 2— 2 Os—2 (2 1), 
利用 32 例 2 就 推 业 a12" 一 1, 取 dd 一 i 所 a 一 | 就 满足 要 求 . 
下面 来 让 (i). 充分 性 是 显然 的 ,只 要 证 必要 性 .同样 由 定理 1 
得 
h—gdotrs sc 人 
内 而 有 有 
2 1 一 2" 一 2 二 2 一] 一 27(27.-. 1) 《2 一 1)， 
由 正式 ,a2 一 1 必 a12 一 1; 研 推 员 a127 1. 由 此 及 二 的 最 小 性 
就 排出 + 二 0, 节 cis | 次， 
在 例 3 中 了 a 一 11, 我 们 有 


2 一 0。11 十 2,22 一 D。1114,23 一 0。11 十 8,21 一 1 -。 11 十 3， 

2 一 2- 11 十 10,25 一 5。，11 十 9,2 一 11。11 上 上 7: 2 一 23。11 十 3， 

23-46。11 十 622 一 93。 11 十 1， 
因此 ,使 1| 关 一 1 的 最 小 下 整数 4 二 10, 所 有 能 使 1112 一 1 的 正 
整数 d 一 10。& 天 一 1,2, .由 以 上 计算 蕊 可 以 看 出 ,2 被 11 除 后 
本 能 取 到 的 最 小 非 负 余数 是 : 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10. 

在 例 3 中 取 e=-15, 则 有 

2 一 和 站。，15 十 2，2 一 和 站。，15 十 4，2 一 站 ，15 十 3 和，2 一 1，15- 一 | 
因此 .使 15|2* 一 1 的 最 小 正 整 数 zz 一 4 所 有 能 使 1512 一 1 的 正装 
烤 一 4 :让 ;让 一 1,2，3,-…, 由 以 上 计算 知 ,2” 被 15 除 后 可 能 取 到 
的 最 小 非 负 余 数 是 : 1,2,4,8. 

推论 3 是 对 全 体 整数 被 一 个 固定 的 正 整 数 a 除 后 所 可 能 得 到 
的 最 小 非 负 余数 的 情 狐 来 说 的 .在 例 3 中 已 经 再 到 ,特殊 的 整数 或 
特殊 的 整数 列 被 一 个 固定 的 正 整 数 ae 除 后 所 得 的 最 小 非 负 余数 可 
能 会 有 更 特殊 的 性 而 ,这 一 点 在 初等 数论 的 论证 中 有 各 要 作用 . 例 
如 : 

C1) 汕 个 43 形式 的 数 ( 即 被 4 除 余 3 的 数 ) 的 琵 积 一 定 是 
4& 一 1 形式 的 数 ( 即 被 4 除 余 1 的 数 ); 

Ci x 被 4 除 三 所 得 的 非 们 最 小 杂 数 只 可 能 民 0,1:; 

(ii xz? 被 8 际 后 所 得 的 非 负 最 小 余数 只 可 能 大 0,4( 妆 区 为 
介 数 ) ,以 1( 当 为 可 数 ); 

(iv) xz? 被 3 除 后 所 得 的 非 负 最 小 余数 是 0(x 一 3&),1(r 玫 
3k); 

(v 天 和 苍 9 队 后 所 得 的 非 负 最 小 余数 是 日 (一 3 一 3 天 
一 1),8Cz 一 3 十 2)， 

这 样 , 对 任意 的 整数 了 .从 人) 可 推出 : 大 二 虹 天 4 十 35 从 
fiii7 推 由 ;太一 虹 天 人 十 3 8 十 6 8 了 从 (推出 :天 二 妈 天 9 
一 ,9 下 十 后续 十 5 ,9 二 6( 请 访 背 自己 恰 证 ). 

以 上 证 明 约 结论 和 所 举例 子 都 是 对 非 针 最 小 余数 来 说 的 . 对 
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最 小 正人 余数. 绝对 最 小 余数 ,以 战 一 般 指 定 的 余数 a 和 7 三 |a| 十 4 
dz 为 指定 的 整数 ,都 可 作 同 样 的 讨论 . 在 应用 中 灵活 地 运用 这 一 
点 旦 很 重要 的 . 

应 用 们 余数 除法 的 最 和 王 覃 的 形式 就 是 干 面 的 轻 转 相 除法 ,也 
叫 作 EuclHid 算法 . 

定理 4 设 zai 是 给 定 的 两 个 更 数 , 加 天 Dot 我 们 一 定 
可 以 重复 应 用 定理 1 得 到 下 面 上 1 个 等 式 : 


Hs 一 ET 十 Wz: 0 < ws |u|, 
Hi; 一 ds Hs DH a 
py = IaH;s 十 Mas 0 Hs 
本 C11》 
HN ls DH [| 


ere Ge az 二 Wis 站 < 2 Hels 
He 1 i 人 < 
ek 一 
证 对 sos 应 用 定理 1, 由 at 知 忆 有 第 -- 式 成 并 .同样 
地 ,由 押 zz 就 得 到 第 二 式 . 旭 果 zola 就 证 阴 定 理 对 大 一 1 成 
让, 以 此 这 样 做 ,上 蚁 得 到 
ja [a 10 
则 继续 对 ,wi1 用 定理 1. 由 于 小 开 |aa| 的 注 整 数 只 有 有 限 个 以 
及 1 整除 任 一 总 数 , 所 以 这 过 程 不 能 元 限制 地 做 下 去 ，- 定 会 出 现 
革 个 下. 要 妈 1 二 wo mes 要 避 1 一 ter |ts. 证 毕 ， 
由 定理 4 立即 推 山 . 
定理 5 在 定 埋 4 的 条 件 和 符 与 下 ,我 们 有 
fiy 对 任意 取 定 的 了 1 所 7 和 和 1 .qiw_ind|wi 的 充 要 和 菏 件 入 
ed je: 
Gi》 对 任意 取 定 的 站 1 扫 JSRT1)， 必 有 整数 riyi 使 得 
1 7 


EA 12 
证 (i) 只 要 证 j 一 1 的 情形 .车 4d|w.41w 成 立 , 则 从 式 (11) 
中 的 第 一 式 开 始 ; 信 此 出 各 式 椎 出; dud [iaeweod ward |arrl: 
友 之 : 苦 如 la 由 从 式 人 1 的 最 后 … 式 并 始 , 依 次 往 上 印 可 推 贞 : 
过 | 本 19 
[ii 当 了 一 & 上 十] 时. 取 
Tat yl， 《二 号 
就 有 式 (12) 成 让 , 设计 一 1 工人 ss 天) 时 世人 1273 成 立 . 印 有 ri， 
w+; 使 
#1 1 
注意 色 式 (电路 的 第 7 式 民 
2 人 1 
由 以 上 全 两 式 好 得 
HE = Yi CE 
因 丝 . 联 
yp Wr 14) 
就 推出 式 C12) 对 一 / 亦 成 立 , 所 以 结论 成 并 .证 上 毕 . 
定理 5 中 的 xz,,y; 证 由 初 值 (13) 及 递 推 公式 (4) 定 出 ,它们 
不 足 上 唯 . :的 5 为什么), 定理 4 的 轻 转 机 除法 所 考虑 的 余数 由 夺取 
小 非 负 余数 . 也 经 常 考虑 zi 康 绝 对 最 小 余数 (此 式 477 和 (7 7 这 
样 的 轻 转 和 除法 的 表述 请 读者 白 己 写 册 .有 旦 同样 有 算 理 5 成立 


习 题 三 


1. 证 明 : 对 任意 整数 上 有 
iy Bmntnt litn 127: 
fi 24 nin ltn—— 2 tn 3 
CG) 和 析 214 ns 8In 一 ] 太 24|ntn 一 1); 
Civ) 若 21 .3{t 7 则 24122 十 23 
Cv 30|n 一 于 
总 


tv 证 出 对 让 就 棕 效 兽 人 了 是 整数 . 

2， 仓 求 测 训 5 被 3.4.8。 10 除 后 ;可 能 取 到 的 塘 小 
正 纪 从 数 . 暑 小 由 余数 5 六 绝对 晶 小 余数 . . 

3， 证 昌 ; (i 对 任意 的 整数 这 和 St x yw 2; 

C1) FF 2 | Es 

Ciy 入 31 ev 刚 .0 

Civy t= Buk, 

4 fi 诈 明 :， 忆 Ne 《iiy 冰 工 分 别 满 是 5ay 5;.: 门 
SS bh) Ss, LAs ;Ce) Ss 7S ,Ss 

(ii 求 s 下 js et 

S31—= Son Lh Si. 
一 般 地 , 主 oi5,j 为 项 定 旺 数 , 求 此 六合 得 
一 
解 秋 本题 的 合 羡 ， 

5 证明 :ki) 31 形式 的 奇数 一定 是 人 访 十 1 有 形式; 

fiiy 3 续 一 1 形式 的 奇数 必 是 .84 一 1 形式 ， 

6 证明; (0 任 一 形 如 38--1, 寺 一 1,6 朗 一 1 形式 的 下 整数 必 
肝癌 样 形 式 的 素 人数 

(ii) 形 旭 4 一 1 的 素数 有 无 穷 多 个 ; 

《ii 形 加 6 一 1 的 素数 有 无穷 多 个 . 

7 i) 证 曲 ; 性- 加 数 一 C0311 1)/2 和 nC! 一 1)/2， 
可 叭 一 地 涯 汶 一 rr * 人 十 十 rf 3 二 一 1 和 1 07 入 凡 ， 
量 每 ~-- 个 这 样 表 下 的 迷 满 尼 一 3! 11)/2 和 n 守 (31! 一 1)/2. 
此 外 ,于 0 村 ;第 -个 不 为 零 的 7 一 1 ,当世 0 时 ,第 一 个 不 为 
零 的 7, 二 一 

ci) 斌 求 朵 汇 达 式 2 一 ri 了 二 于 
dh 表 出 的 整数 的 范围 . 
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8，、 设 有关 1 证明: 0) 若 2R 之 251 肪 1 这 a 所 na 关 2, 风 
2°1 2; 

《ii 位 32n 一 13 0 11],21- 一 113 ,3:1 21—1. 

-让 上 明 : 涩 壮 1 于 ,1 二 1 人 十 司 十 1 本 二 整数 . 

1]9， 证 明 : 当 a1 时 .1 173=155 十 十 1702n- 一 1 不 是 整 

11. 该 ww 疡 1 让 明 : 二 可 表 为 丙 个 或 琴 个 以 上 的 相 邻 正 殖 数 
之 和 的 充 归 和 某 件 是 m 天 入 

12. 设 产 六 站 是正 整数 .证 胃 :; 2 一 1|2" 一 1 们 充 要 亲 件 是 
5257 以 全 - 正 吾 数 a 记 ?2 代 奉 2 结论 个 然 成 并 叶 ? 

13. 设 避 四 是 于 整数 ,52. 证 四 :211 2 一 1， 

14， 设 记 这 244 宇 2. 漠 旺 rr 十 py 一 1 其中 rv 六 蘑 两 个 整 
数 . 证 :时 ， 

Ci 一 是 有 人 整数 ca 一 1 使 得 am 

i 语 吉 和 于 满足 6 的 最 小 正 炒 数 芝 于 和 式 :a 一 1 的 区 要 
菜 件 起 dd; 5. 

15. 求 G7 7|23 一 1 的 杞 小 止 整 数 ;G0 1113 一 1 的 屡 沾 中 

入 类 ;tii 2° 被 了 除 后 上 所 可 能 取 到 的 最 小 非 鲜 余数 , 维 对 最 小 作 

数 ， (iv) 3” 被 11 除 后 所 可 能 取 刘 的 最 小 非 负 余数 ,绝对 最 小 余 
洪江 . 

16， 证 有 明 : 对 二 意 正 整数 ， 

(i) 131 3 213 二 23 二 3 一 4.33 士 53 十 6 

ii) 131 4 ,4 一 2 4 十 5 42 十 6 

17. 正明 :不 存在 鉴 数 庆 使 得 : 

人 .起 

(Ci) 2 一 8 十 5; 

fiity x 二 -了 


二 


(iv 十 4; 


(v) x | Dy" | 412° — Qk. 
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18. 设 奇 数 4 二 2,a12° 一 1 的 最 小 下 整数 4 一 do 证明; 2 被 a 
除 后 ,所 可 能 取 到 的 不 同 的 最 小 韭 负 余数 有 du 个 . 

19. 用 $3 定 班 4 的 勾 转 相 际 法 求 以 数组 的 wri; 计 把 它 表 
为 这 些 数 的 下 系数 线性 组 合 : 

(1) 1819.35875 (Ci) 2947,3997; Ci) 一 1109 ,4999， 

20. 在 3 湛 理 4 的 茶 件 和 符号 下 , 令 

Pl P=o Pg tt, 4 

0 
那么 ,我 们 有 

一 

21. 说 3 秆 理 4 中 的 后 莹 本 人 1 再 设 记 一 1,5 一 2 ,玉石 :一 
Dj 下 123 定理 4 的 符号 下 有 如 庄 B. 进而 
证 是 :有 一 1s20nailzln2. 这 解 释 这 结 些 移 意 义 . 

22， 证 组 表述 并 让 明 xx, 取 纵 对 最 小 企 数 时 的 恩 转 相 除 法 ,及 
相 说 的 代理 5. 试用 这 方法 解 第 19 题 , 并 比较 用 这 两 种 轻 转 相 除 
法 所 得 的 下 的 大 小 . 


了 了 一】 一 
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《4 最 六 公约 数 与 最 小 公 倍 数 


定 艾 上 设 aios 是 两 个 整数 .由 来 dlal H diu:, 那 么 ,qd 就 
称 为 让 四 和 a 的 公约 数 . 一般 地 , 设 aas 和 yat 丰 记 个 整数 .加 
果 d ediai 邮 和夫 ,df 就 称 为 是 aloas 的 公约 数 ， 

例如 : 由 一 12,cs 一 148. 它们 的 公约 数 是 十 1. 士 2. 士 3. 荆 6 
2 一 be-i0cas 一 一 15 它们 的 公约 数 足 士 1.m 入 一 1 的 公约 数 
是 士 上 . 当 aa 中 有 “个 不 为 过 时 .它们 的 公约 数 的 个 数 有 
限 . 国 此 ,可 引进 : 

定义 2 设 al:es 是 两 全 不 全 为 零 的 司 数 . 我 们 把 w 和 es 的 
公约 数 中 的 最 大 的 称 为 a) 和 as 的 最 太公 约 数 , 记 作 Ca.a4s). 一 般 
地 , 设 a 一 ,as 是 直 个 不 全 为 宪 的 整数 , 悉 们 把 yas 的 公约 
数 中 的 最 去 的 称 汶 os as 的 最 太公 约 数 ， 记 作 tale) 

我 们 用 这 Co yas}) 表 避 @y… yas 的 所 有 公约 数 弓 成 的 集合 
并 一 1 计 , 它 表示 由 oh 的 全 体 约 数组 成 的 集 人 .容易 钙 晤 : 


aa EC A ds 【> 
当 且 仅 当 2= 十 ca 时 等 号 成 立 . 由 合约 数 定 浆 可 得 
Ea a (ae). (2 ) 
这 样 , 当 大 衬 2 地 有 
Cars a) maxtad: 和 C3) 


并 约定 Ca 一 |a| 所 以 上 不 也 成 并 . 

前 面 所 誉 的 例子 家 明 : 亿 (2,18) 一: 土 1 ,二 2, 土 3, 二 6}， 
(2,.18)—=6 B10 1 =—= nn 1 = 二 ly 6,10;—13) 
一 1 一 1 由 定义 立即 推出 以 下 性 质 ， 

定理 上 0 feiyas 一 人 es 一 (一 avcs - 般 地 、 

Ca yeas eis saa) Cs das sls rd) 


2 


二 一 

Ci 朱 aiasj 二 2 划 
ara arte st} 一 (qi 一 | 
fiiiy 对 广 辟 的 整数 az 一 《as 
Ce se te) a Rs 
{iv) 对 任 瘟 耕 烙 false 一 (alses 才 cfT3， 
《1 
Cv) 大 疡 是 泰 数 , 则 
| 产 ， pai, 


(224 1] | 生生 | 


《 六 好 1 一 | 


\1， 其 他 . 
证 ”我们 来 证 x 二 ?2 的 情形 ,一般 Hf 国 埋 证 胡 , 由 式 (2) 和 (1) 
本 得 
{add ad ad — (a (a), 
a a a did 
EF (at) Oo a) a) 
—Z (ad a) = Had}. 
利用 式 (33, 由 以 上 各 式 就 分 别 推 外 7 C7, (011). 
由 人 2 定理 15iii) 知 
1 
中 些 太 式 (3) 就 椎 出 wv). 
最 后 ,由 素数 定义 及 fi 就 排出 Cr 证 毕 ， 
而 举例 说 明 ,如 和 何 用 定理 1 来 求 最 大 公约 数 . 
例 1 6) 对 民意 的 徐 数 nn 有 
(C2174 3 C7n+1.14n 3) (7n 二 +1,1) 一 1. 
(Gi》 对 任意 整数 二 有 
23 


_ | ] ， 2 |11; 
Cn} Oo 
[2 2 nn, 
一 《3 一 有) 一 3 
civ) 2 对 任意 整数 n 有 ， 
C2 ln 2 = C2] 2 2)n—2)— (3,n— ?2) 
3， 二 省 十 2 
1， 二 纺 或 3 十 1. 
(Vv) 设 aomn 是 上 上 整数 ,mn 出 a? +1|a* 一 1 知 ， 
Ca” Tla +1) = Ca” 1 二 +2,.a* 二 1) 


= (2,.a7 十 1) 
_il， 2|a; 
12， 21 ee， 


例 2 谍 c< 是 奇数 .证 明 : 必 有 正 整 数 避 使 (2 一 3,e)? 一 1. 
证 由 3 和 例 30) 知 , 必 有 a 十 a4|2*- 1. 因 而 有 
(2 一 3:a) 一 (24- 1 20) {2?,a)—1., 

一 组 数 的 最 大 公约 数 等 于 1 是 刻画 这 组 数 之 间 关 系 的 一 个 重 
要 人 性质 . 为 此 引进 

定 半 3 吞 (aa 一 1], 则 称 c 和 as 是 婚约 的 ,也 称 wi 和 4a， 
是 互 罕 的 .-- 般 地 ,各 (a,…*,ai) 一 1, 风 称 isds 导 荆 约 的 ,也 
称 a;;-… ,oar 是 互 索 的 . 

例 旭 : 2 和 和 2x1 1 用 约 ;对 任意 的 x,21n -4 和 14n3 同 细 ; 
6,10, 一 15 大 既 约 的 ,但 它们 中 和 任意 两 个 数 不 既 约 , 因 为 (6,10) 一 
2.10, 15) 一 5,t 15.6) 二 3. 于 面 的 定理 对 判断 -- 组 数 必 入 既 
约 是 有 用 的 . 

定理 2 如 果 存 仁 整 数 ri :re 使 得 

好 1 十 二 
由 ya 的 的 ， 
证 因为 at saxs 的 任 - -公约 数 避 一 定 要 整除 1, 所 以 , 必 有 
24 


2 一 土 1. 评 毕 . 
以 后 将 证 明 上 式 也 起 aj,… ,a 婚约 的 必要 茶 件 , 利用 定理 2 
也 可 证 例 1 的 结论 ,因为 
3* Cdn+3) 二 C2)(21n 二 4) 二 1. 
出 定义 还 可 推出 最 大 公约 数 以 下 的 性 质 . 
定理 3 设 正 整数 请 Ha :at .我 们 有 有 


Pia Pa re 一人 < 生 ) 
寺 乔 地 有 

a 

(a a a ll. (5) 


证 iDP= Caya). mm DDIaetl 人 Ej ma tl 

二 请 ) ,因而 有 
CDinm) | am?}, 一] 上， 
Dim 是 ayeasgoa 的 公约 数 , 且 是 正 的 ;所 以 由 定 交 逢 
Dim ta yar Y., { 
再 一 方面 , 藻 芝 | fa pi 1 所 7 和 dajyj 一 1 上 症 ;内定 交 其 
mdD, Bh aD/m. 

联 昌 一 tava yagi) ;由 此 太 式 (6) 即 得 式 (4), 在 式 (42 中 取 蘑 
二 (arrr a4) 即 得 式 (5). 

以 后 将 证 明 : 以 条 件 |a, (dl 和 7 所 直人 代 蔡 条 人 忻 pr | 《ls ,ep) 
时 , 式 (4) 仍 然 成 立 . 

定 慰 忆 设 证 1 ry 是 画 个 的 不 等 于 雪 的 整数 .如果 2l |z 且 
az|z 对称 z 是 sa 和 az 的 公 倍 数 . 一 般 地 .上 民 aa 是 下 个 均 不 
等 于 零 的 整数 .如果 ati pari 则 称 1 是 有 ,… sar 的 公 倍 数 . 

以 a a 的 所 有 公信 数组 成 的 集合 ,一 1 
肝 它 家 示 al 的 全 二 倍数 组 成 的 集合 . 

例如 : at 一 2az 一 3. 它们 的 会 倍数 集合 

23 一 人 0, 士 日, 二 12 十 6 
刘 最 小 白 然 数 原 理 知 ,HT3 引 进 以 下 的 概 你 ， 
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定义 5 设 整 数 ayeas 均 不 为 地 .我 们 把 和 和 az 的 止 的 公信 
数 呈 的 最 小 的 称 为 al 和 as 的 最 小 公 倍 数 : 记 作 _alye 名 
[erazs d=—= minii: IE (ads) tO, C7 
-条 地 , 设 整 数 a ,… .a 均 不 等 于 零 , 我们 把 cex 的 正 的 公 
倍数 中 的 最 小 的 称 为 eax 的 最 小 公信 和 数 ; 刀 作 [La;… ,ci; 凤 
[ae 一 Di 人 CB) 
首开 一 1 天 0 时 ,约定 La 一 ia 所 以 上 和 式 也 成 立 . 
出 定 尽 志 即 推出 5 证 明 留 给 读者 )， 
定理 4 G7) [aa 一 [asyea] 一 [一 asas] :和 股 地 有 
[a are ss re | ar dar" ec] 
faa] 
Ciiy 若 asjas; 风 [yes 二 |a|; 若 ajy!la(t2 扣 7 和 训 ; 则 
as™de |= |al : 
iii) 对 任意 的 4 1ai: 
[a rar | = a saardd |; [a se = La rd |]. 
Civ) Layes 等 于 aj.21a| | 中 第 个 被 a 禾 际 
餐 数 [， 
定理 5 设 避 计 0. 我 们 有 
Cay Pia | a rds | 
证 设 工 [maiso 呈 yma]:L' 二 Tars var ra | LC SI 
&) 推 着 | /ARC 所 7 由 定义 知 蔬 守 L/m. 男 方面 .由 ai 过 
(1 各 推 由 vray im (中 捞 7 和 2), 由 定 浆 推出 工 筷 m4. 所 以 工 
一 m2 ,证 毕 . 
利 由 带 余数 除法 可 证 明 以 下 重要 性 质 . 
定理 6 ailecsjA) 的 充 要 和 争 件 是 Lal varj|e. 
证 ”充分 性 是 显然 的 ,下 证 必要 性 . 设 工 一 [alsarj. 由 $3 
定理 1 逢 ,有 os:r 使 得 
0 了 十 六 ， 站 三 -7 了 < 扫 工 . 
由 此 及 aj|c 推出 ar 所 以 r 是 公信 和 数 . 进而 ,出 最 小 公 
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倍数 的 定 文 及 0 反之 工 就 推出 r=0, 即 工 |c, 这 就 让 明了 必要 性 . 
结论 表明 ; 公 倍 数 一 定 是 最 小 公 倍 数 的 倍数 . 

下 面 利 用 $3 的 辑 转 相 除法 {定理 4) 来 计 论 最 大 公约 数 的 进 

- 步 的 性 质 . 茂 求 最 大 会 约 数 的 有 效 方 法 . 
定理 7 在 8$3 定 型 4 的 符 蕊 和 茶 件 小 ,有 
Ca 十 1 9) 
证 $3 定 理 560 就 是 证 明了 
ER lkt 1. 

由 此 及 式 (3) 就 推出 式 (9). 证 上 毕 . 

定 埋 8 设 避 ,az 是 晤 个 不 伯 为 零 的 束 获 ,那么 ,一 定 人 行 华北 
类 zx1 ,zs; 使 得 

KG 二 0) 
好 黄 个 整数 的 最 大 公约 数 一 定 可 表 为 它们 的 咎 系数 线性 组 合 . 

证 不 妨 设 a 了 关 0. 若 la 则 式 (10) 显 然 成 并 ,不 然 , 由 定理 
7( 联 6 二 yt 一 dz) 太 $3 定理 5G0(C 式 (C1200( 拘 取 7 一 1) 开 即 推 
出 . 二 这 里 的 x ,wz 可 按 $3 的 化 扒 公 式 呈 3) 和 (14) 来 算出 .证 
毕 ， 

定理 7 和 $3 定理 5G) 刻 画 了 最 大 公约 数 最 本 质 的 局 性 : 公 
约 数 一 定 是 最 大 公约 数 的 约 数 . 由 于 它 的 重要 性 ,再 把 它 表 述 为 下 
面 的 定理 . 

定理 9 设 a,as 类 两 个 不 全 为 零 的 整数 ,DD 旦 一 个 正 鉴 数 , 
那 ,DD= 《cyas 的 充 要 条 件 是 ， 《1 D|ai,D|as; C112 El 过 | ai， 
好 ez 则 了 | 瑟 , 即 

1 一 C11) 

证 明 留 给 读者 . 

现在 ,就 可 以 来 证 明 有 关 最 大 公约 数 的 其 他 重要 性 质 . 

定理 10 ” 设 六 3, 我 们 有 

Cal rk Oo CA a1 #0) ), Cli2) 

证 ”由 式 介 ) 和 C11) 可 得 
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A ad a ea) an a YN a ye 
= (ad a a (a) 
A 
中 此 太 式 (3) 就 得 到 式 (12). 证 毕 . 
定理 10 志明: 求 天 个 数 的 最 大 公约 数 可 果 结 为 求 天 一 1 个 数 
的 最 大 公约 数 . 由 定理 10 立即 推出 : 对 任意 中 糙 数 吉利 二 有 有 
RE E le ), C13) 
上 面 是 定理 9 的 惟 广 , 任意 多 个 整数 的 公约 数 一 定 是 它们 的 
最 大 公约 数 的 约 数 . 
定理 11 说 上 衬 2:a 是 不 全 为 二 的 整数 ,及 姜 旦 一 个 
让 紧 茹 .那么 ,站 一 (ae 的 充 有 要 条件 是 :5i 局. 万 :ar 
1 Aared ar a :DD.,H 
Te ft 填 
证 充分 性 显然 成 并 .下 证 必要 性 . 条件 人 显然 成 立 . 当 万 一 
Geoeo 时 , 潜 件 kii? 就 是 要 证 明 ( 注 意 式 (2)) 式 (14) 成 也 .天 一 2 
时 四 定理 35 即 式 611) 知 式 C14) 成 立 , 设 庆 二 让 主 2) 时 起 514) 成 
证 二 ?一 1 时 ,由 式 5137 癌 5117 得 
EAR a 1 
EE a a) 
一 吓人 Te 
琉 上 一 步 用 天 了 假设 一 时 式 纪 4 成 立 . 由 此 及 式 (2) 就 推出 式 
(147 对 二 一 十 1 也 成 六 .由 上 归纳 法 惰 证 明了 所 上 竖 结 论 . 证 毕 . 
定理 12 设 严 三 0 我们 有 
[Pi 一 所 
证 在 定理 3 中 展 辣 一 ps FE 由 定理 11 知 
je 
所 以 ,定理 3 中 的 条 件 成 并. 因而 , 式 (4) 即 式 (15) 成 立 . 证 毕 . 
定理 13 设 iwiya) 一 1. 我 们 有 
Cr ab Cd), 16) 
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证 由 条 件 、 定 理 12. 定理 10 帮 定 理 10Gi) 可 得 
《7 而] mm, Ch ab)) 
一 《7 mb ap) Oo ni aby, 
定理 14 设 (mva) 二 1 和 若 莒 [ab.N wm|b. 
证 由 定理 13 基 ,pi 让 一 ona 一 02! 好 pw15. 证 哇 ， 
定理 14 常 用 的 形式 是 : 知人 Ciymi) 一 1, 且 各 jaypzzlay 则 
mamsz in. 更 一 - 般 地 , 行 mr 两 两 互 条 ;日 澡 ;|n;13 污 7 万, 则 
《pz |n, 正明 留 给 广 者 . 
下 面 的 定理 询 轩 了 两 个 数 的 最 大 公约 数 与 节 小 公 倍 数 的 关 
系 . 
定理 15 没 a,2 均 不 为 堆 . 我 们 有 
Le :jaya = |abl. (17) 
证 ”不妨 设 4a 守 0.5>0. 尖 计 论 (二 ] 的 情形 . 设 La,P 二 
at. 由 定理 14 知 5 所 以 ,ab|[asb 是 4 的 公 倍 数 , 战 由 最 
小 公 倍 数 的 定义 彻 [aa 一 oa 即 绩 论 成 立 . 册 讨论 te 全 1 的 傅 
撒 . 由 定理 3 知 


好 本 1 1 
(Cast Ca,b)! 
故 由 已 证 结论 推出 
| 
ab) (aby Cp 


由 此 利用 定理 5 研 推 出 结论 成 并 .证 年. 
最 各 ,我 们 要 把 定理 8 推广 到 一 般 情 形 , 并 讨论 这 关系 坏 的 本 
质 . 
定理 16 设 xi:es 是 不 全 为 季 的 整数 . 乒 们 有 有 
ci) 
(ad Omnlseari i Ot, 
Ha 的 最 大 公约 数 千 于 alrr'oar 的 所 有 和 整 系 数 线 性 组 合 
29 


组 成 的 集 和 台 .$ 中 的 最 小 正 整数 . 
Ci) 一 定 存 在 一 组 整数 ro ,xi.o 使 得 
{Cars a Orion 18) 
即 任意 个 整数 网 最 太公 约 数 ， 定 是 它们 的 整 系数 线性 组 合 . 
证 由 于 0 过 a 二 十 ES, 所 以 集合 5 中 有 下 乏 数 ,由 最 
小 白 然 数 原 理 知 S 中 必 有 最 小 正 整 数 , 设 为 5s. 显 见 ,对 人 尾 - -公约 
数 ged 入 7 和 六 有 如 :所 以 || 寺 s0. 另 一 方面 ,对 任 一 ai 由 
Aji 
最 风 记 二 5. 苦 x2>0, 则 和 s6 的 最 小 性 矛盾 ,所 以 ,一 一 0: 即 sc 
(1<sJEERE) 所 以 是 最 大 公约 数 .m 当然 是 式 (18) 丰 边 的 形式 . 
汪 毕 . 
由 定理 16 推出 的 一 个 常用 的 结论 十: 
定理 17 设 41,…,as 是 不 全 为 零 的 整数 ,那么 ,对 整数 4, 存 
在 整数 y,，… ,ws 使 得 
ami 二 "十 YR {] 日 》 
成 立 的 充 要 条 件 是 Cs ar) |n. 特别 把, 式 (19}) 对 nn 二 1 成 并 的 
欧 要 和 条件 是 (alei) 一 1, 有 eas 吕 朗 . 
证 明 留 给 读者 ,这 定理 实际 上 就 是 解 一 次 不 定 方程 ( 见 $8)， 
岗 上 我 们 建立 了 最 太公 约 数 与 最 小 会 倍数 齐 论 . 从 定理 6 开 
始 . 证 明 都 需要 用 带 余 数 除法 . 关于 定理 16 及 其 与 定理 7( 即 $3 
定理 4 长 5) 一 定理 15 之 间 鸣 甘 系 我 们 此 说 明 几 点 ， 
1] 定理 16 的 证 明 公 用 到 最 大 会 约 数 的 定义 、 最 小 自然数 原 
班 、 有 玉带 余数 除法 ,没有 用 到 定理 7 一 定理 15 的 件 一 结论 ,当然 也 
没有 用 到 驾 转 相 除 法 .这 样 ,我 们 可 以 从 先 证 定理 16 出 发 ,由 此 推 
上 由 定理 8 一 定理 15 的 全 部 结论 ,来 建立 最 大 公约 数 的 理论 5 县 体 
讨论 留 给 读者 ). 
[2 利用 定理 8 和 式 (10)) 帮 定理 10( 式 (12)7, 诺 用 数学 妇 纳 
法 立即 可 以 推出 式 418) 成 立 , 而 由 式 518) 立 即 推出 定理 160i). 这 
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就 给 出 了 定理 16 的 丸 一 证 明 ( 具 体 讨论 留 给 读者 ). 

[3] 定理 16 的 证 明 是 非 构 造 性 的 , 即 没 有 具体 给 出 确定 ro， 
zto 介 方法 ,而 公证 明 其 存在 . 但 由 定理 7( 即 抵 转 相 除 法 ) 推 出 
定理 8 的 证 明 是 构造 性 的 , 妈 式 (10) 中 的 系数 rzs 可 由 轻 转 相 
除法 来 算出 的 .因而 [2 中 措 册 的 式 C18) 的 让 明 也 是 梅香 性 的 . 

例 3 求 198 和 252 的 最 大 公约 数 ,并 把 它 表 为 198 和 252 的 


252 一 ] * 198 十 54 18 二 一 198 十 4(252 一 198) 


198 二 3 "341386 | | | 一 4。252 一 5 。198 
54--1 。36 十 18 | 18 一 54 一 (198 一 3 -54) 
36- 一 2 。，18 | 一 一 198 十 4 - 54 

18 一 54 .36 


(252,198})—= {198,54)= (54.,36)— (36,18)==18. 
例 4 求 198,252,924 的 最 大 公约 数 , 并 把 它 表 为 198,252 
和 924 的 整 系数 线 性 组 合 . 
由 定理 10 及 例 3 知 
C198,252,924)= (C198,252),924)— (18,924). 
924: 一 51。18 十 6 | 6 二 924 一 51* 18 
18—3*6 
出 此 及 例 3 和 得， (198.,252,924) 二 6. 
6 一 924 一 51 。18 一 924-… 51(4 + 252—5* 198) 
一 924 一 204 。252 +255 * 198, 
例 5 设 阅 是正 束 数 .证 明 
(27 一 1,2" 一 1 一 2 一 ]. 
证 ”不妨 设 姑 储 *. 由 带 余数 除法 得 


MO En. 


我 六 有 
2 一 一 2 一 2 十 2 一 1 一 2 一 1 十 2 一 下 
由 此 有 蓝 2" 一 1|12m" 一 1 得 


(212 一 上 一 《2 一 2 一 1) 
让 和 启 划 (mm 一 (as 匠 王 0 刚 (o 一 2 结论 成 立 , 共计 
5 串 继 续 对 (2 一 1.25 -1) 作 同样 的 讨论 ,由 猎 转 相 除 法 到 .结论 
成 所: 最 让 ,2 用 任 一 大 于 1] 的 日 然 数 v 代 蔡 .结论 都 成 立 ， 
例 6 利用 式 5C10)? 来 证 时 定理 12 一 2)， 
证 由 址 10) 得 
Ch dad 二 has pd) mb | yonb,, 
让 这 油 式 分 基 推 山 
Cra a Ba) mb 机 
5 以 式 人 152(8 一 2 成 立 . 证 毕 . 
例 7 设 记 起 素数 ,征明 : 
人 SS 这 里 | 人 表 组 合 数 ， 
Qi) 对 任意 止 整数 aa, 户 |c* 一 ci 
C1) 和 (ay 方 ) 二 1 则 产 a 1 一 1. 
证 已 知 组 合 数 


忆 理 数 . 即 尹 (5 一 六 1 ip 由 于 户 呈 素数 .所 以 ,对 任意 1i 
二 有 tp 说 一 1 因此 由 定理 13 纠 

(Cpe! p71)=1l, 1 二 六 一 下， 
二 而 出 定理 昌 推出 : 当 1 各 pp 一 ] 时 站 《PP 一 站 1 | (p 一 101, 这 
就 正明 广 G). 用 归纳 法 来 让 Qi},.a 一 1 时 显然 成 立 . 假设 4 二 nn 时 
太一 十 1 时 ,由 ) 知 


,PI i | 
ntl) | | ,1 
十 1 一 {zt 十 1) 


pI np 四 有 
这 于 二 汶 : : 束 歼 ,由 此 太 假 旭 知 站 论 对 w 一 m 一 也 成 立 . 这 就 证 
汪 三 人 .这 用 定理 14, 由 Ci 加 推出 65iiiy. 
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例 8 证 明 : ki (ee 一 (av(ayaym)y 
Ci asm) | ta) {tase), 
证 由 定理 100 .ii ,定理 10 改定 理 12 即 得 
Cao) ada) Oo a Cut er)) 
-Ce et) ), 
由 十 开 11 此 定理 12 得 
【人 
让 此 及 (0) 却 得 Gi)., 显 见 , 本 例 是 定理 13 的 推广 ， 
例 9 设 & 下 正 餐 要 . 若 . -个 有 理 数 的 点 演 方 是 整数 , 耶 么 ， 
这 个 有 了 理 数 一 定 是 整数 . 
证 沾 妨 没 这 个 有 理 数 是 biaya 宇 ], (a5) 一 ], 若 (b/a)* 二 ce 
是 幕 数 , 则 ce 一 襄 , 所 以 a :8 由 于 Ca) 一 1 所 以 和 由 定理 14 知 ] 
ci 因而 1 一 ap 一 ea 这 就 证 明了 所 要 的 结 
例 10 设 是正 怎 数 . 证明: 
fi fa) 一 (aa 
C7) 设 a: 汕 起 正 整数 , 若 (as2) 1 ,et 一 以 , 刚 
a tac), p= (pc, 
证 ”和 市 定 埋 12 得 


i 
Ca fad), 1 一 “一 | 


,aby ,| a, 0 | 
I 休 H 定 时 3 条 


| A 
ea Cadi 
由 上 起 总 定理 13 得 
| | cops! ’ | mp, I | 一 | 
由 这 长 第 一 式 号 推出 6 下面 证 6 由 定理 13 上 中 (a,B5) 一 ] 知 
(0 一 1 轩 而 由 定理 12 知 
a=ata: lp)= (at ,ab) = (a ,et) oma,e), 
最 后 一 步 用 介 了 (0). 类 查证 5 一 (ce 请 读 肖 解释 (0) 的 意义 . 
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例 11 设 4a 宇 2, ta,8) 二 1. 证 明 ， 

Ci) 存在 止 整数 4 过 a 一 1, 使 得 al5 一 1; 

(ii) 设 2 是 满足 中 的 最 小 绰 整 数 太 那么 ,a 六 一 1 号 宇 1) 的 
人 要 杀人 忻 是 do :上 

证 由 e 袜 2: 66 一 1 知 cf 瑟 ,由 此 其 5 一 1 从 定 理 14 
推出 e+ 如,j 宇 1. 进而 ,由 83 定理 1 知 

太一 中 
这 样 ,a 个 余数 z 苔 yi ro 一 1 仅 可 能 取 a 一 1 个 值 ,其 中 必 有 商 个 
相等 , 设 为 六 ms 不妨 设 0 过 ;<E<a. 因而 有 
a a9) = pp -1). 

由 此 从 定理 14 推出 45 一 1 ,了 4 二 一 7 即 让 明了 (Ga 的 证 
明和 #3 例 360 的 证 明 完 全 相同 .只 要 把 那里 的 2 搞 为 忆 


如 题 四 


1. 求 以 下 数组 的 全 体 公约 数 , 并 由 此 求 出 它们 的 明太 公约 
类 72, 一 80;(i) 一 ]20,28;(iii) 168 ,一 180 ,495. 
2 给 出 四 个 整数 ,它们 的 最 天 公约 数 是 1. 但 任何 二 个 数 吉 不 


3. 求 以 下 数组 的 最 小 公 傅 数 : (i) 198,252;(ii) 482,1587. 
4， Cap lap ica} = (Cb)}=1., 
5， 设 > 六 1 证明: Cl 二 1;(n 十 1)!1 地 1) 二 1， 

6， 求 最 大 公约 数 

£1) CD11 ,2+.-1); 《ii Can 二 

C211) CR7i rR En 227); Civ) Cam—] snl). 

7 设 a 瑟 是 正 束 数 . 证 明 : 奉 [La:] 一 ta) 则 < 一 总 

8， 证 明 ; 若 ke 47= (4 一 2， 刚 (aa 十 占 ,4) 一 4 

9. 设 8 好 是 给 定 的 正 整 数 . 证明: 

(《i 存在 整数 r,y 使 得 Cry 一 8 zy 一 :的 充 要 茶 件 是 
有 
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19. 求 满足 Cave,c) 一 10,[aypvc] 一 100 的 全 部 正 特 数 组 


i 四 


11. 设 ab ,Ca 一], 证明: 
Ca”™ Ea” J — pb") — — pe 


12， 利 用 轧 转 相 除 法 来 做 第 1 题 ,并 把 最 大 公约 数 表 为 它们 


的 线性 组 合 ， 


13. 说 p 蚌 素 数 ,(a 和 一 亡 . 未 (ab taskaz 0 所 可 能 


启 的 依 ， 


14. 判断 以 下 结论 是 百 成 立 , 对 的 给 出 证 明 , 错 的 举 出 反例 . 
C1) 行 4a 5 一 (ascy, 则 [ap ji 一 [asc]. 

(iiy 和 (ap 一 (eyec) 刚 (ee = (Cas). 

Ci) 和 葵 芝 ac 本 网 db. 

Cv 蔡 a 

(Cv) 若 wib ,15. 

ov) ||. 

Cviliy ez 天 | [Le 上 |， 

《Yi 和) [a sapsp: | = [a ,te |]. 

Cx fa ab bh ) = Ca bY. 

CH) apct— {lad)}, (Cac)). 

(Cx) Eada la ali11]. 

(xii 若 da 1, 则 ja 一 1. 

15. 证 明 、 2 ,~ 3 ,~ 15 都 不 是 有 理 数 . 

16. (i 设 向 系数 多 项 式 POA) 一 一 2! 二 十 a， 


a P(r)y 有 有 理 根 ;出 .xo 必 持 特 数 ,日 ra 


Wi 证明 ;一 32* 十 2z 汪 1 没有 有 理 根 . 
17， 设 ng 古 正 奥数 ,nn | ep arnt1 5. 疆 设 人 = 全 (oem 证 


明 , dr,1 之 dd<n. 解释 这 题 的 意义 ， 
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18， 设 Cz.58) 一], 证明: 
OY 《ec 一 
(DD df 是 a 的 正 除 数 的 充 要 条 件 是 4 可 表 为 das ,这 里 必 征 
a 的 正 除数 ,ds 是 5 的 正 除 数 , 且 这 种 表 法 唯一 
19. 让 明 ， 
[Car se rs sar = [ea a |e a, 
= a arp ,|. 
20， 设 aoc 是 上 整数. 证明: 
CY jasbee lad ybe sea) —apr. 
[ii) [asb yc] 二 abe 的 充 要 条 件 是 Ce,82 一 (8c) 一 (ca) 三 1. 
21. 证 时 (aipce]y)==rteyp)vtasc) | 
22， 证 蜀 ，[La .tpocr73 一 (ao 百 ] Lesc 
23， 课 六 之 1. 证 明 :， mt 22 1. 
3234， 设 C7) 一 aa 于 于 aorg Ci) 一 bmr" 十 "'* | 8: 是 整 系数 
客 硕 式 析 Cr) 一 FE 一 ceor 十 十 eco. 证明: 
区 
25， 证 am 是正 整数 , (ab 一 1 证 明 : 在 算术 数 列 < 十 让 
(一 0.112 中 中 , 必 有 无 究 多 个 数 和 rm 婚约 . 
26， 设 e 全 pr0nm>1. 证 明 : er 一 上 和 十 所 


3 昌 


35 算 木 基本 定理 


现在 ,我 们 利用 4 的 结果 来 证 明 算术 上 早 本 定理 , 妈 $2 定理 
5 中 的 表示 式 (1) 是 唯一 的 《不计 议 序 ). 先 来 证 明 : 

定理 1 设 y 居 素数 ,piala;. 那么 , 志 |al 或 户 jas 至 少 有 一 个 
成 江 .-- 般 地 , 若 piawweaiy 则 ei;… sp|ar 至 少 有 : -个 上 成立. 

证 入 Pl a: 刚 由 $4 定理 106yv) 知 ,tp,ai) 一 ], 由 她 及 
户 iaass 从 1 定 埋 14 就 推出 pas. 对: - 般 情形 的 证 明 留 给 读者 . 

定理 2 算术 基本 定理 ) 设 as 盖 ] ,那么 ,上 g 有 

a pipa ps (1) 
其 中 记 CEsSJsSs) 是 素数 ,出 在 不 计 识 序 的 意 祥 下 , 直 示 式 (1) 是 啡 
-上 . 
证 出 和 2 和 完 再 5 知 , 表 示 式 CT) 一 年 存在 . 平面 来 让 唯一 性 . 


个 妨 设 pi 和 ps 全 一 夺 pe. 车 还 有 表 水 式 
Eg ge" Er, 


gi (1 和 17) 性 率 数 . 我 们 来 证 明 必 有 7 二 sp 一 gjy(1 所 7 这 ys). 椒 妨 
设 > 凑 利用 定理 41, 由 gy 1a 一 ps-…p: 知 ; 必 有 菜 个 pj 满足 
gpi 由 于 9 和 pp, 是 素数 ,所 以 gq 一 pj;. 同样 ,利用 定理 1; 由 pil|a 
一 gagr 知 ; 必 有 某 个 gi 满足 pI g;; 因 而 pj 一 g.. 由 于 3 挝 gq, 一 
pi 以 pi 一 gi. 这样, 就 有 
Tg gr Pe ps ps. 
由 同样 的 论证 ,依次 可 得 gs 一 ps2,"… ,gq 一 pp， 
Gil- 一 上 . 
上 式 丘 不 可 能 的 ,除非 > 一 *, 灵 不 存在 oo 证 毕 . 
把 式 避 ?中 相同 的 素数 合并 , 即 得 
a pi psy pp p,. (2) 
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《这 里 的 ;和 和 式 (1) 中 的 不 表示 相同 的 素数 ) 式 (2) 称 为 是 4 的 标 
准 素 因数 分 解 式 . 
推论 3 设 z 由 式 (2) 给 市 .那么 ,4 是 a 的 企 除 数 的 充 要 条 人 忻 
d— pipe, OXerSas lis, (3) 
证 ”充分 忻 是 显然 的 .下 证 必要 性 . 当 dd 一 1 时 ,ej 二 00 扣 ] 玫 
5 结论 当然 成 立 , 若 4 主 1, 则 由 dla 及 定时 1 知 4 的 素 除 数 必 在 
pp 中, 包 以 d 的 标准 分 解 式 必 为 
让 和 
我 们 来 证 明 此 和 有 eszaflsa 7 只 要 证 的 关 :aely: 其 他 相同 . 若 e 一 
a 由 此 上 太 gja 排出 
Pl" pope po pe, 
因此 ,pi | pp 由 些 玉 定理 1 排出 户 必 和 站 之 一 相等 ， 
到 盾 . 
推论 4 设 a 向 式 (2) 给 出 ， 
b= ph phe, 
这 时 外 许 某 个 a 或 BB 为 本 ,于 么 


Ca = pi ps, Ominta,PB), 1 js, C42 
[Le |] 一 疡 nj， 一 maxfai 2)) ,1s | 

以 玉 
cableap |= aap. 【62 


谁 论 4 可 由 推论 3 百 接 权 出 . 详细 论证 藤 给 读 痛 . 
下 面 是 一 个 经 党 有 用 的 结论 (就 是 $4 例 10)， 
推论 5 和 蔡 (a,1) 一 1 .a8 一 c*, 则 

和 一 


证 设 c= pi*pr*: 则 


时 推论 4 向 , 可 设 
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Q 一 六 和。 b=pliepr. 
由 亲人 性 a5 二 忆 敌 ,Bj 十 7 一 kaj(1 甩 7 所 5). 而 由 (4;,5) 二 1 知 
minCBjs77) 二 00 渤 ] 寺 5s), 由 志 上 两 式 谋 即 得 到 ， 必 有 
BC 一 0;7j 一 ka 或 及 一 &ayyi 一 0 
这 就 证 明志 要 结论 , 显 见 ,x 一 (ayc} ,vw 二 (b,c). 
我 们 党 过 对 一 个 整数 的 约 数 知道 得 很 少 . 推论 3 表明 : 页 
车 道 了 正 整 数 ze>1 的 标准 分 解 式 62), 它 的 所 有 的 止 约 数 就 全 知 
据 『 广 ; 且 由 式 (3) 给 出 .这 点 其 有 重要 的 理论 和 应 用 价值 . 
推论 6 设 4 量 正 整 数 ,rta) 表 东 &a 的 所有 正 除数 的 个 数 ( 通 
向 称 为 除数 函数 ). 丰 a 有 标准 素 因 数 分 解 式 (2), 则 
Tia — to | lotat 1}—=rtph ymrt pp”). 7) 
这 由 推论 3 真 接 推出 . 显 见 ,r(1) 一 1, 这 可 看 作 a 一 ,一 a 一 
0 的 情形 , 即 式 (7) 对 a=1 也 成 立 .由 式 67) 可 得 (请 读者 证 明 ): 
kedez 一 TELTCG2 (Calca}— 1. CB) 
例 1 证 明 : (a,[B,c]) 一 [a,b), (Casec) |]. 
证 着 4 一 0, 等 式 显然 成 立 . 所 有 以 叮 进 a,b,c 是 正 整 数 ， 
a pl pr, p= pllee pi:, ¢—= pl pi, 
由 推论 4 可 得 


(ay [ie d= ph ph, 

P=mn(te Mma) lis. 
ap}, ac) | ph ps, 
Tmaxtininto 有 Da yy 1] < Js， 
容易 和 给 旋 , 尤 论 sa,Bi 有 六 样 的 大 小 关系 ,总 有 一 六 01 雪 7 
成 立 , 这 就 证 骨 了 所 要 的 结论 .这 种 关系 式 要 到 接 用 $4 的 并 法 来 

证 颂 较 困难 的 
例 2 对 2 二 180 一 2:，3:，5, 我 们 帮 
ria (2 12 二 1)(1 直 1; 二 1 
详 该 措 出 ,定理 1、 定理 2 痢 可 不 用 $4 的 结论 ， 各 日 直接 证 
总 名 


时 . 体外 等 术 基 机 定理 由 大 可 以 排出 4 中 的 定理 8 至 完 理 15. 这 
也 是 人 建 亲 穆 际 理 论 的 途径 ( 见 _8], 第 - 章 人 7)， 


习 题 五 


1. 证 明 : g .1 的 充 要 茶 什 是 对 任意 的 让 8g(p 为 素数 ) 愉 有 
P| 有 :这 旺 pr | 表示 plgip gg. 
2. glabg cg 有 证明: gla,g lbd. 
3. 站 5 定 果 2 长 共 推 论 来 证 时 和 4 习题 四 的 第 18.19， 
1,22 是 
14. (1) 求 满足 rta) 一 6 的 最 小 正 懂 数 ， 
Ki 正明 ， zt 是 全数 的 充 归 条 件 太 = 二 
Ci 证明 x 的 爹 部 正 除 数 的 苹 租 等 于 jr 
5， 让 朋 ; rtaias)szrtartas ,等 导 当 日 术 当 (Cai:} 一 1] Hj} 
夏 立 (用 内 种 不 同 的 方法 证 时 )， 

问 ， 设 呈 是 和 攻 定 的 下 悦 数 .证明 ;: 征 一 止 燥 数 可 队 一 天 为 
天 一 4 人 扩 中 请 洗 正 履 数 .以 项 不 存在 cl1 十 起 |a 

7， 说 mk) 机 中 罗 不 辐 的 素 国 子 个 数 ( 全 由: w(t15) 一 2， 
of 一 id 是 无 平方 关子 数 . 计 明 :满足 [ce 一 民 i [整数 对 
ic 共有 2 组 5 机 组 解 人 cc 称 为 是 不 同 的 , 基 要 i 关 
od 世 机 天 c 和 -成 立 )， 

8. 设 gg 中 民 正 整 数 ,p|7 让 明 ; 满 眉 (rww) 王 上 ry , 王 二 的 
卡带 数 对 xz, 在 有 2: 组 :这 里 一 wi/g)( 岂 上 是 ). 

3， 设 足 奇 数 . 求 站 表 汶 阿 整 数 半 方 之 兰 侈 直 法 有 和 多少 种 ? 

10. 正明: Jogse 0 ,Nogs?7 :log1:?1 孝 是 无 理 数 . 


20 ,2 


4 


3 6 整数 部 分 [x 


定 关 1 设 + 是 实数 .[xrj 表 示 不 超过 慷 的 最 大 整数 , 称 为 x 
的 整数 部 分 , 邵 于 一 个 素数 月 满足 


Err] | 1 C1) 
例 训 -2 -1.2 一 2、 3] 一 3， 一 4]= 一 4. 
Ti 一 -和 称 为 工 的 小 数 部 分. 出 513 知 
0 1 C2) 
x 和 和 工 } 一 自 , 例 台 
202. -1.2 一 D,8， 3 
且 定 义 各 ,天 Cn ,| 


和 征 别 地 , 当 Ds 人 TH [rN ry 

i 各 {zx 居 数 掌中 十 分 有 用 的 两 个 符号 .下面 米 训 出 它们 的 
人 性质 ,证 明 很 简单 .关键 是 要 学 会 内 活 运 用 了 这些 性 质 . 

定理 1 设 .v 是 实数 ,我 们 有 


ti 三 yj 
4) 讽 s8 必 黎 数 ,a 考 0. 我 们 有 
p—al “ | -ea : 0 | . 

攻 cppa 是 整数 . 

(ii 对 什 音 整数 天 衣 ， Lt {TT 
+! 糯 周期 为 1 的 疝 期 函数 ,rr] 和 12 的 图 形 分 别 岂 图 上 和 国 2 

(iv [zj 十 Lj 所 Lz 十 yj 各 EL 十 Lv | 1, 其 中 等 号 有 上 月 仅 有 
一 个 成 二 . 


汪 有 时 用 符 名 x 来 表示 这 里 的 Cr ,以 戌 用 -zx] 表 汞 不 小 于 之 的 最 小 整数 ( 克 守 
于 1 Evi 
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Cv 
王 1 一 [Lz]， 二 和 
一 站 一， ， 
(一 [一 1 ， TEZ, 
， | 一 人 2 一口， 人 人 
《 二 | 一 | 


(1 一 {r}, zEZ， 
cvi) 对 正 整 数 m 有 | 上] 三 | 


73H = Fe 


Ovii) 不 小 于 二 的 最 小 竖 数 旦 一 L 一 工 」 
《viiiy 四 于 z 的 最 太 特 数 是 一 [一 x 一 1. 


Gx) 大 于 的 最 小 整数 是 [z] 十 1， 

Cx) 离 上 最 近 的 整数 是 [z-+172] 和 一 E 一 z 十 172]. 当 x 十 1/2 
是 整数 时 ,这 西 个 不 同 的 整数 和 > 等 距 ;: 当 > 十 172 不 是 整数 时 ， 
它们 相等 . 

《xi) 若 0, 则 不 竹 过 工 的 正 整 数 ”的 个 数 秆 于 ,rz], 寺 


Cxii) 设 e 和 六 是 正 整数 屠 么 , 正 整 效 1 2 中 害 = 整 
除 的 正 整 数 的 个 数 居 LN /aj. 

证 GD 由 Ex] 过 x 之 y 之 iy]+1 好 得 . 

Qi) 由 如 ra 一 .rc 二 /aa 排出， 

ii》 由 了 十 天 < 一 mL 十 三 ?十 1 推出 ， 

Cw) 7T 十 x 一 rj] 二 上 yj 十 1 十 人 yy); 下 0 和 {xr) | 1y} 2. 妆 
Qs 十 {yi1 芝 1 时,L 二 yj 二 [wj 十 [yj];: 当 1 挝 i1 十 1{y} 之 2 时 ， 
zy ry zi 二 {yy} CC—17.Peizrtiy]l=[xjiT_»j| 
二 1. 


《vt 为 整 数 时 显然 成 立 . 工 不足 整数 时 ， 人 
一 一 [7 一 1 二 1 一 tr 0<1I 一 1zj<1. 
(vi) 由 带 休 数 队 法 知 ,存在 整数 or 使 得 
[一 Ca 十 让， DSSr<rra 
训 
[rmtrim, Or/m<l, 
由 此 推出 [; zj]/imj 二 g. 里 -方面 
rim=[ rm {rr} mg (rr) mm. 
注意 到 0 所 (Cir) 十 Vm 之 1 ,由 此 推出 Crmmj= 二 g. 所 以 Cvi) 成 立 . 
(va) 设 不 小 于 z 的 最 小 整数 足 &, 邮 4 一 1 二 zx 各 a. 因此 ,一 a 
Ee alamo jj; CC—[—x*j|. 
Cviii) 由 (vi 让 推出 ,dix) 由 [zj 的 定 浆 推出 ， 
Cx) 离 z 工 最 近 的 整数 必 在 Lxj] 和 [Lz] 十 1 之 中 . 当 {x} 二 1/2 
43 


时 ,这 两 数 和 等 虐 . 符 易 验证 -| 十 1 一 [rr 十 172] 帮 [天 ] 一 
一 一 十 172]. 当 {7z} 关 1/2 时 ,着 {zx} 之 1/2, 则 离 最近 的 曲 数 
是 [zi 同一 172 一 rj 十 {x} 十 172,0 挝 ir) 4172<1 所 以 rz] 一 
[rz 二 +172j]; 否 122 之 {17} 之 1; 则 离 + 颈 近 整数 是 [Lx] 十 1. 国 x 十 1/2 
一 x 二 1 rl 一 1 0T{r}— 1 二 1=[x 二 +121. 
在 :zi 天 172 时 ,由 (7 知 
[十 172] 一 一 [一 z 一 172 | 一 1 
二 一 [ -人 十 172 .1 -1 一 一 [一 关上 172 |]， 

最 后 一 步 用 到 了 ii . 

(xi) 由 于 整数 mscz 就 是 nr, 所 以 成 让， 

(xiiy 被 整除 的 正 整 数 是 os2a:3e 下 吝 1.2. 中 被 
整除 的 正 整 数 个 数 为 下 ,那么 必 有 ka 守之 (8 十 1)a, 即 RN /a 之 
让 | 1 丰 以 成 交 . 

例 1 平面 上 要 标 为 整数 的 点 称 为 整 点 或 格 点 . 设 zi 天 rs 是 
有 要 ,vv 琵 rrOoi< rs za 是非 伞 四 续 国 数 . 证明: 

Ki 区 域 ;之 0 之 yy 让 上 的 整 点 的 个 数 

az 一 之 [LAGe)]， 


这 里 迹 数 4 到 和 益 数 值 ，; 
《ii 
[zx] Lrc 二 邮 一 之 ， fin) Dd. 


证 ” 先 来 证 明 ( 习 .所 说 区 域 上 的 整 点 ;部 在 这 样 的 直线 段 上 ，; 
yn).n 是 一 满足 rns<stra 的 整数 ，. 而 直线 段 x+ 一 
may1sys 大 as 上 的 整 点 数 就 是 满 由 1 所 /02 的 敬 数 的 个 
数 , 由 定理 1x0 车 等 JLftn)]( 见 图 3). 这 就 证 明了 5 和 由 小 数 
部 分 的 定义 知 


2) E00]= 之 Fa 一 2 if(n)), 


一 一 ER Le 
工 | “… 交 守 : 2 i TL Ey 


所 以 
4 和 


M - >, Fr 一 一 之 ， {fn). (3) 


NT 
1 区 


由 式 52) 知 
0 之 ， CCD 人 1 ， 


人 


出 整数 部 分 的 定义 及 定理 1cx}) 着] 
>, 1— 2 [zd Lol. 


了 A [| "1 


由 以 上 一 式 就 证 明了 8 当 fy 小 不 同 的 函数 时 ,会 由 此 得 一 一 些 
和 有 趣 的 结果 ,这 将 政 竺 习题 中 、. 


人 


fen) 


[7 


站 题 六 


1. 设 上 :四 是 莹 数 ,a 写 1 .一 gqa 二 rr03r 之 a. 证 上 |: 

og lbial, ralp/a}. 
2. 没 u,b 是 未 数 ,2 守 1,5 一 ga 十 i: 一 4/2 各 r@ 芝 ax2, 证 明 ， 
2 一 之 | 1 2B | | 之 


! Fr 二 al . 
| i ez | | 


3. 证 明 : 对 任意 下 实数 rr,y 有 Lzxyj 宇 LxrjLy]. 试 讨论 !xy} 和 
{zy) 之 间 会 有 人 怎样 的 关系 . 

4 证明, 对 任意 实数 之 有 [zj 十 [x 十 1/21=: 2z]. 

5. 证 明 ; 对 任意 整数 nn 宇 2 及 实数 x 有 


中 1 一 


45 


[Lz] 十 [7 一 十 ga 一 1 A nr |]. 
6. 机 wiyn 是 整数 ,n 守 1. 证明: 


- 
Tj 
_ _ [a nl1, 
此 1 一 
”| | 
本 了 | 再 了 
| 


7， 若 Le 一 一 [x] 二 [yz 一 2 一 2 十 [一 y] 辐 时 戌 
个 这 数 
本 


证 时 : 对 仁 意 洋 勤 x,y 有 
Tv Lr 一 vj 十 1. 
9. 证 明 : GD 对 任意 实数 a,8 有 [2aj 十 [281 这 [a] 十 -8] 十 La 
二 J]. 但 不 一 定 有 [3a][38] 实 “ej 十 58] 一 -2g +28] 成 立 ， 
(ai 谋 产 :天 是 正 整数 .对 什 章 实数 a, 有 


Lemtnel-t [Lin nj [Lmel Ln?l— na-—np 

成 也 鬼 充 要 杂 件 足 妆 一 mw， 

10， 斌 决定 对 蚊 样 的 实数 工 有 下 而 的 等 式 成 江 : 

ti) 六 十 3 ] 二 3 十 zx; Ai) [wx] Li= [2r]; 

ciiiy . 11x |=1i1]; Cv) [llzx |= 10: 

Cw) Lz 十 172. 十 [Lz 一 172j] 一 [2z]. 

11, 证 明 ; 对 任意 实数 x,y 有 {zx 十 yy 入 :于 fy}. 

12. 设 mrn 是 正 乏 数 ,txm ;mn) 二 1, 证 明 : 

00) 在 以 举 标 为 10,07 ,110 {nr084insm} 为 质点 的 外 形 内 
部 有 tm 一 170x 一 1 个 整 点 ; 


Tm] LL 
cii > |= 上 Co 1 Cn—1). 
13. 设 关 当 是 正和 糖 数 ,Cm ,nn 一 1. 证明: 


|， = | 空 |= 和 24. + 
| 之 nA < < 
14， 设 实数 忆 计 0. MW 是 区 域 : rm0yDzysC 十 的 整 点 ， 
证 朋 : 


生 广 


Te 
[17 -一 三 | ; ji 


Cii) M2 之 


ts 


C11) Mf = > rls}. 
(iw 分 别 利用 i)， cil) 给 


生 | 一 [CAE 


全 出 计算 4 的 近似 公式 . 


87 n! 的 素 因 数 分 解 式 


本 节 将 利用 符号 [rj 来 结 出 nn!1 的 标准 尝 因 数 分 解 式 的 公式 ， 
设计 2, 在 素数 户 Ia4 则 由 全 5 定理 1 知 必 有 疡 上 之 为 其 个 正 整 数 
< 所 以 站 ss 另 一 方面 : 任 一 素 效 产 受 了 必 有 六 | 所 以 ,由 $5 
定理 2 知 =4 的 标准 素 因 数 分 解 式 必 为 

21 — pile pyr, 1) 
这 里 ?2 一 加 世 记 之 训 n 是 所 有 不 超过 35 的 素数 . 这 样 , 为 了 
米 出 分 解 式 (1), 只 需要 去 确定 方 次 数 aj(1l 志 7s) 
先进 一 个 符 恕 . 贡 上 是 韭 令 整数 ,和 号 
cx 《之 
表示 睛 恰 被 a 的 5 次 方 整 除 , 盈 
a |p, a*'d bp. 

定理 1 设 w 丰 正 整 数 ,p 是 素数 . 再 设 2 一 atp,n) 满 足 

p” | nl. 球 么 


cx 一 ap 一 人 > ‘37 


1! 1 
证 式 53) 右 边 实 际 上 是 一 有 限 和 ,因为 必 有 整数 & 汪 忠 p* 
pp 
AT 
“一 | 雪 | 《二 
设 7 是 给 定 的 正 整 数 ,ce 表示 1.2 中 能 被 六 整除 的 数 的 个 
数 家 2. on 中 恰 被 记 的 了 深 方 整 除 的 数 的 个 数 , 显 风 ， 
di eitt: 
由 $6 定 埋 1(xi1) 色 
ci— Ln pj], 
导电 


外 | 而 


d=Lnip' | Ln pt! |. (5) 
容易 看 出 , 当 7 汪 记 轩 2 一 0 ,以 及 
ol od? dE Ad. 6) 


后 者 是 叶 方 我 们 可 把 12, 和 分 为 这 样 隔 琴 不 相交 的 二 个 集合 : 
第 了 个 集合 由 1,2,sa 中 怡 被 p’' 整除 的 数组 成 . 这 样 ,第 j 个 集 
全 的 所 有 数 的 乘积 怡 被 产 的 了 二 演 方 村 除 , 由 此 即 得 式 C66). 进 
而 .由 式 55) 基 46) 就 推出 式 (4) 注 意 :， [ay7 产 -1 ] 一 0). 证 毕 ， 
推论 2 证 :， 足 正 整数 .我们 有 
ni1 -Ll 证 (7) 
这 里 连 车 笑 苇 表 坟 对 所 有 不 超过 n 的 素数 记 求 要 ,atp,n) 中 式 (3) 
给 出 . 
推论 2 是 以 H 时 定理 1 及 -开头 的 计 论 谤 即 推 出 . 此 外 显然 有 
ep at pn pop tbB) 
例 1 求 20! 的 标准 素 因 数 分 解 式 . 
不 超过 20 的 素数 有 2,3.5,7,11;13,17,19. 由 定理 2 知 : 


«(2.20) 二 | 2 + [ 各]+ 16] 


10+3™ 2.1-1—18. 


4s. ,i 407,20) [20] -2 


了 
0 | i 本 
4 一 | 29 -一 二 一 
atll:20) | =1l a(013.20) 一 | 1 一 1 
2 
17 19 


ml 
201 ==23. 3 St 7 11*13:17* 193. 
例 2 201 的 十 进位 表示 中 有 和 多少 个 零 ? 
4 和 9 


这 就 直上 辈 求 让 加 数 瑟 ,使 10 | 20 由 上 上 语 太 且 287 天 下 一 上 时] 
过 的 方 沈 数 .所 以 站 尾 有 了 四 个 专 . 
合 3 设 整 数 和 全 0 六: 一 GT 证 湖 : 
ml fallealrel 是 整数 ， 
证 ”用 定理 1 的 符号 ,只 要 证 明 对 任意 素数 态 必 人 在 
atpeni2atpad tatprar) tr altp is). 
丽 由 式 43)? 知 这 可 以 有 下面 不 等 式 推出 : 对 任 音 j 尘 1 有 


[+ 
由 天 一 十 a 此 $6 定 理 10 让 知 上 述 人 不等式 城 并 ,证 毕 ， 
二 和 可 忆 人 区 组 会 方法 来 证 于 nl alloeay !) 是 吏 数 ,二 
克 为 必 多 重组 合 数 , 这 里 用 数论 方法 给 了 -个 新 还 明 . 特 玉 当 :一 
2 时 .和 王 册 了 


| ni n1 nin Tr na——1) 
人 = 


是 整数 ,这 就 是 说 ,a 个 相 邻 正 整 数 的 乘积 可 被 : 整除 . 由 此 必 
即 得 到 (证 明 留 给 读者 )， 
推论 3 xm 个 相 邻 整数 的 乘积 可 被 mw! 理 人 陈 . 


屏 题 瑟 


求 ?2,3;6,12 及 70 整除 623! 的 最 六 方才 . 
并 1201 的 十 进 制 此 达 式 中 结尾 有 和 多少 个 次. 
求 321 的 泰 央 数 分 解 式 . 
设 请 是 素数 ,是 正 整 狂 . 
(iD 求 产 1 中 的 ee 的 计算 公式, 这 时 
[23711 Pt 之 
(iy 求 六 2 中 的 大 的 计算 公式 :这 里 
‘2n 131 = 一 (2 一 13C020 一 3 
5， 评 朋 ;， nga 一 131 5277 一 2)1， 
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中 


并 六 是 下 旦 数 , ep) 一 1 证明; ea BI [ta 二 6 一 1)1. 
设 alpsw) 由 $7 定理 1 给 出 ,证 明 ; a(p.n)<n/{p 一 17. 
23、 证 时 : (12053170 星 偶 数 . 
9 线 2:5 是 下 整数 .证明 : al BI CB! 1(22)!1 《2031 
10. 设 止 穆 数 4 的 进位 表 术 是， 

一 二 pp 十 下 二 ap ， 


--] 


Dscei 由 DSS 一 1]， 1 妆 cr< 访 . 
正明 ; (7 天 一 pp 一 [ap OP 车 4b 电 素 数 ， 
gtprn) 由 7 定理 1 给 出 , 则 
no 
p—l’ 
11. 证 me 是 上 下 整数 .证 明 : 
nl Ie Taftap) tat (Cn 1)p). 

12， pjvn 东 正 堪 数 , 证明; pm C1)*| C1)1， 


tp +7) 一 本. 一 cn 本 如 1 十 hi 
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SS8 一 次 不 定 方程 


变数 为 整数 的 阁 程 称 为 不 定 方 程 .本 定 方 称 是 数论 中 的 一 个 
十 分 重要 的 课题 . 先 寺 论 能 直接 科 才 煌 除 至 论 来 判断 其 是 在 行 解 ， 
以 下 有 解 时 求 出 共 全 部 解 的 最 简单 的 不 古方 程 ; 即 本 市 的 一 次 不 
神 方 程 , 丰 $9 的 不 定 六 人 程 汉 十 y 一 z*. 

设 和 斥 数 下 守 2 coarseoak 居 禾 数 各 a ,as 都 不 计 于 太 ,bb 
上 及 3 是 敬 数 变数 . 方 料 

re (]) 
称 为 站 元 一 次 不 定 方程 .eax 称 为 它 的 系数. 出 和 4 定理 17 
记得 

定理 1 不 定 方程 41) 有 解 的 充 要 芭 件 是 (Cores1c: 过 而， 
不 定 方程 (1 有 解 时 . 它 的 解 和 不 定 方 程 


的 解 相 同 , 这 里 g 一 (ai yx). 
定理 2 设 一 瑟 一 次 不 定 方 树 
RR 和 人 {3) 
有 有 解 ,cnsziso 是 它 的 一 组 解 . 圭 么 , 它 的 折 有 解 为 


中 2 


To (a 了 9 
4 | f 一 0, 十 1, 十 2,……. (4) 
es 
2 《el yc》 


证 容易 让 接 验证 由 式 (4 给 出 的 xirs 对 所 有 整数 上 部 满 
时 不 定 方程 (3). 反 这 来 , 设 rzrs 是 43) 的 一 组 解 .我 们 有 有 
A Tass iE To da (5 


D2 


一 — dt oT ) 3 
[| . [二 
-~ 上 _ 【了 Fa ) 一- -一 一 一 一 一 一 六。 二 3 
(Cae) Ca 


国 | 一 二-， 一 ]， 由 生 4 给 了 理 14 知 -ri | a 让 


{ee sits) Cer), Lis i Le] sad) 


而 得 x 一 Ce + 5 证 年: 

例 1 永 10 一 ?zs 一 17 的 全 部 解 ， 

解 ” 容 切 丰 Hi, (5107 一 1 所 以 方程 右 解 .由 视察 法 可 得 
2 一] .rss 一 1 是 - 红 特 解 .因此 泽 齐 解 旦 

Ol ra = 一: 十 2 

例 2 业 185 ;十 24.7; 二 9 的 租 . 

解 由 (18,24) 一 6f9 知 无 解 . 

求解 不 定 订 程 (0) , 必 逢 6) 求 出 最 大公 约 数 有 -fayas yy 许 判 
只 自重 有 gceitiiy 基站 有 艇 , 则 设法 上 友 求 出 一 组 特 解 xy， 

下面 我 们 通 尘 上 全 例子 来 介绍 :种 判定 方程 是 机 有 和 解 、 及 求 
4 其 解 的 百 接 鲜 法. 这 种 算法 对 冯 2 的 情侣 也 适用 ， 

例 3 求 907r:4+731r 一 2107 的 解 . 


To Fror)y ,7 Ts 
- -一 + 58 二 73]rs) 二 人 3 
| 3 . —— 【站 全 一 了 在 


(176z， .86) | -323 一 907zs 


加 _ ov ， 
x 7 176x;— 86) EZOY | 


1 — et 一 了 3S123 一 和 6) | 一 十 Ti 十 并 | 


i 一 tt62-- 176x:) 


:这 是 一 个 新 前 平定 方程 : 178zr1 十 ?31z3 一 一 86. 把 库 来 基于 rtyvxas 的 卡 定 方程 
针 化 海关 天 zi 的 不 定 方程 ,下 其 系 柳 抱 寺 值 比 原 方程 小 .直面 就 是 反复 这 样 做 ， 
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一 一 4zs 十 78 一 277s | | 十 CC 一 ]0 二 277x6) 


一 一 ? : 
_ 96) 258 二 731zxs 
1 176* S77 EOE | : 4 一 -一 了 十 工 ， 
加 一 (176zi 8 i =—=—7t—10| 27rs) -3 
一 一 7r, 一 3 下 一 一 1346 
| 
] 一 62 一 176zs 
EA 5) | 
A 一 25013z 一 5 和 下 
4 3 4 Xs 
= ?rs 5 13 下 一 2 一品 二 13 一 
TH 5 十 57713 筷 区 一 一 ] 如 十 272r5 
I, 一 3 5 一 一 下 38 
这 样 就 求 出 了 全 部 解 : 


2 一 一 258 十 7312， za 一 323 一 907reg， zs 一 D. 士 1, 士 2 

细心 的 读者 不 难 发 现 , 这 种 解 不 冠 方程 的 算法 实际 上 是 对 整 
个 不 定 方 程 用 加 转 机 除法 ( 见 $3 定理 4), 依 次 化 为 等 价 的 不 定 方 
程 ,直至 得 到 有 一 个 变 光 的 系数 为 土 1 的 不 定 方程 为 止 ( 在 上 例 中 
是 ;一 13x6 一 …5) :这样 的 不 定 方 程 是 可 以 直接 解 出 的 (这 里 是 
5 一 一 5 十 13rgo26 一 0 士 1, 士 2.…). 再 依 次 反 推 上 去 ,就 得 到 原 
方程 的 通 解 . 为 了 减少 运算 次 数 , 在 用 带 余 数 除 法 时 ,我 们 总 取 绝 
对 最 小 余数 . 如 果 不 定 方程 无 解 , 则 在 施行 这 种 算法 时 ,到 其 一 步 
就 会 直接 在 出 ,下 面 来 举 一 个 例子 . 

例 4 求 117zri 十 21zr 一 38 的 解 . 

解 


一 站 ( 一 117z 二 38) 一 一 6zl 十 2 十 (9zl 4)， 
21 ?1 


1 
XFIT 


Sd 


和 4 一 - 2A -一 J 《3z -1 


《2323 了 47E 羡 ， 


] 
(dr 4 一 3 一 一 人 


好 局 一 起 表明 : :yz 不 可 能 同时 为 整数 ,所 以 不 定 方程 无 解 . 
下 而 来 举 一 个 用 这 种 算法 解 三 元 一 次 不 定 方程 的 例子 . 
全 5 求 157 +107xs 上 6xs 一 61 的 全 部 解 . 

解 zs 的 系数 的 绝对 值 最 小 ,我 们 把 原 方 程 化 为 


了 = 1523- 10c 61) 


村 


一 一 2 一 2xs 十 10 十 言 (- 471 二 2x2 十 1)， 


rr EZ. 
用 类 位 小 法 得 
tir 1)—3rt rt x1 1)， 
zm EZ 
解 得 


3 2 
克 推 上 去 依次 解 出 
3 一 3 十 2 本 3 十 3a， 
人 
To 2 Dr OTSr -I]0r:, 
a 
这 就 得 到 了 壤 不 定 方程 的 通 艇 ,上 其 中 a 
下 和 而 的 定理 表明 ;一般 的 元 -次 不 定 方 但 可 化 为 解 由 业 一 1 
i 元- 次 不 定 方程 构成 的 方程 组 ,日 它 的 这 解 中 从 天 一 1 个 参 
55 


数 . 
定理 3 设 g 一 disgs 二 (gLG2) 一 (dyds) gi (gardi) = (Cat, 
rads) sg (gl) = Ca) PB 这 ,不 定 方程 C1) 等 价 填 
下 面 的 有 20 一 1) 个 整数 变数 x TEs 3yer"' 呈 ty-1: 业 一 1 个 方程 
的 不 定 方 程 组 : 
Be M1 
BR ae RT 1 
6) 
gz ts Ys 
Ee 
当 方程 (1) 有 人 解 时 , 它 的 通 解 由 有 此 一 1 个 参数 的 线性 表达 式 给 出 ， 
证 ” 先 来 证 等 价 性 , 行 x1， yiywyirey 1 是 方程 组 167)7 的 
解 , 则 旺 见 zz 是 (1 的 解 .反之 ,若是 人 ?的 解 , 则 
取 


y= ?RR-1， 
是 见 , 是 整数 ,有 目 的 解 ， 由 定理 1 容 
易 看 出 ,方程 组 (6) 的 第 一 个 方程 和 方程 (1) 一 样 ,有 解 的 充 要 条 件 
是 ge lc. 而 (6) 的 其余 的 方程 , 当 把 y; 看 作 人 参数 ( 取 整 数值 ) 时 ，, 符 
个 变数 为 y,-1,zx; 的 二 元 一 次 不 定 方程 

Ei dri By C7) 
总 是 可 解 的 人 ,这 里 j 依 此 到 训 一 1,… 2. -- 定 可 以 找到 jy 这 Lx 
使 

EY Far pj, CB) 
这 样 yy ;yz 就 是 (7) 的 -组 特 解 ,由 定理 2 知 ,(7) 的 通 解 冰 


i 上 r 1 总 [—1 
3 一 3 十 辣 + Ti ye 一 i tii * (9) 
Ei 4 


1 一 0, 士 1, 士 2 《2 一]. 
知 ,其 通 解 是 (yl1. 六 了， ;是 一 组 特 解 2 


HA— 
JE 一 1 一 .PE 一 Le 十 et 1 4 Th Th tl? 10) 
下 


0 

式 (10) 已 经 给 出 了 ww 和 大 的 参数 的 表达 式 二 由 yi-1 的 参 
数 表 达 式 及 式 (9)(j 一 一 让 可 得 到 内 和 -的 参数 二 -6 的 
表达 式 ; 进 而 由 yi_: 的 参数 表达 式 太 式 (9)(7 一 一 2) 昌 得 到 ys 
和 zi 的 谷 数 0_j ,tH_ertl :的 表达 式 ; 依 次 就 得 到 y_ 1 和 xj(I 二 
各 一 3. 呈 ,2) 的 参数 zi 的 表达 式 . 这 就 给 出 了 方程 组 46) 
蛮 元 sdreyyaiyoif 注 意 工 一 六 ?的 通 解 会 式 5 为 什么 1) 其 
中 有 上 二 一 1 个 参数 妆 : -1. 显现 ,其 中 的 :部 分 一 2 的 
参数 表示 式 就 给 出 了 不 定 方程 上 1) 的 通 艇 会 式 ( 为 什么 ). 证 年 . 

下 面 仍 以 例 5 为 例 , 说 明 如 何 用 定理 3 的 方法 来 解 让 (一 27 J 
一 次 不 定 方 行 . 

例 5 求 15ri 十 10zs* 十 6zs 一 61 的 解 ， 

解 ” 用 定理 3 的 方法 来 艇 . a 二 15,64s 二 10,a; 一 6, 所 以 一 
15,g8: 一 (15,10) 二 5,g8;y 二 (5;6) 一 1. 寺 此 这 不 定 上 方程 等 价 于 4 个 
去 数 , 两 个 方程 的 不 定 方程 组 : 

Sy BTS—=H1, 
15731 二 10Ocs 一 中 Pa， 
15 江 十 190xs 二 35ys 的 通 解 是 
1 一 9 十 2 yl], 
5yz 十 6xrs 一 61 的 遂 解 是 
I: 四 二 Sf 人 二 l 
消去 ys 就 得 到 虎 不 是 方程 的 通 解 : 


候 ”这 旦 所 说 的 参数 表达 式 都 是 线性 的 ,下 同 . 
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Ti 2 6is ra 5 df Bf Xa dts 
EE 二 Lr, 

比较 得 到 的 两 个 遂 解 公式 ;可 以 发 现 公 有 的 参数 个 数 都 是 两 
个 ,但 具体 的 表示 形式 却 有 很 人 人 不 同 , 这 起 由 于 所 用 的 解法 不 辐 引 
所 的 ,而 实质 上 是 一 样 的 . 关于 这 -点 将 在 习题 中 讨论 . 

定理 3 已 经 涉及 比较 简单 的 一 次 不 定 方程 组 的 问题 .对 这 一 
问题 的 讨论 比较 繁 , 要 用 到 一 些 整 数 拭 阵 的 知识 ,这 里 不 作 进 一 步 
讨论 了 . 有 兴趣 的 读者 可 熏 看 [141}. 

天 面 我 们 来 讨论 当 一 元 :次 不 定 方 程 人 4) 可 解 时 , 它 的 非 侦 解 
和 正解 问题 , 由 通 解 公式 (5) 知 这 可 归结 为 去 确定 登 数 1 的 值 ,使 
fs 的 为 非 佣 或 正 . 显现 . 当 asas 恒 号 时 ,不 定 上 方程 (4) uf 解 时 
筷 有 无 穷 多 组 非 贡 解 或 自 解 . 所 以 ,只 要 讨论 aas 持 为 正 的 情 
形 . 矶 米 计 论 非 仙 解 . 

定理 4 流 忆 a 及 cc 要 为 下 整数 (aus) 一 1 那么 ,于 
HM RL: ,不定 方 程 (4) 有 非 休 解 ,解数 等 于 [ei taias) 或 
eta | lie=- dT— ea .不定 方程 4) 没有 有 韭黄 解 . 

证 ”由 于 Casas 一 1 所 以 方程 (4) 烙 有 艇 , 设 x Xoo 是 方 称 
(C4) 的 一 组 特 解 . 由 通 解 公式 (5) 知 ,所 有 非 负 解 z1 ,x 由 满足 以 下 
杀人 和 件 的 人 参数 上 给 出 : 

— aT dl 


村 此 总 7 的 定义 、 和 算 理 Eviiy 知 ， 上 式 印 


[ro de Et ran7al | «ll 
此 .方程 C4) 的 非 入 解 的 组 数 
Nao— [enoreas | Leand1 二 1， 12) 


田 此 太 和 6 定理 1(iv} 扒 得 
EE 
入 上 上 式 中 等 号 且 仅 有 一 个 成 耻 , 由 于 royrzo 是 特 解 .所 以 
Tl dO da ). 
由 以 上 两 式 得 
Ee 


二 [ey Carge) 或 [ei taras) 二 1. 
当 eaas 一 co 时 
1— lam— le Te a Ta 
=[rioras lO ira} Leo dj {rsa! 
roms | 十 [rssze ~ CAO— 1 Ya 
as 1 /das, 
最 后 - 步 用 到 了 对 正 整 数 azo: 忆 有 La 二 人 一 1)72. 由 此 印 得 
Lx | xa lj 全 一 1， 
进而 由 则 此 式 人 612 推出 om0, 即 这 时 必 有 非 栅 解 . 
上 <eaas 一 ea 一 az 时 , 若 有 非 负 解 了 rs: 则 有 
全 十 站 Tc 13) 
由 此 玉 Caras) 一 1; 利 用 六 4 年 理 14 可 得 
cx], cs| 十 1 
由 十 训 汪 0 全 ,所 以 必 有 十 1 汪 庄 1, 十] 宇 az 这 1. 由 此 及 
式 t13) 推 出 
AA 中 人 1。 
但 这 是 不 可 能 的 . 听 以 ; 当 Cdnm2™ dl “us 时 ,方程 (4) 宙 有 韭 贷 
解 . 定 己 证 毕 . 
干 面 米 i 计 论 正解 . 
定理 5 设 saz 太 cc 均 为 正 吾 数 , Kayaz) 一 1. 那么 : 当 
co 时 ,方程 473 有 正解 ,解数 等 于 一 [一 cfaiar)] 一 ] 或 
-cd |; 当 cc 一 aas 时 ,方程 (47) 无 正解 ， 
证 ”由 于 (talsas) 一 1 方程 (4) 必 有 解 . 设 -ozoo 是 方程 (4) 
的 -一 组 特 解 . 由 通 解 公式 45) 知 ,所 有 正解 x1:xs 由 满足 以 下 条 件 
的 参数 :给 出 
— rns 
由 此 及 $6 定理 1 的 viiiy 和 tix} 知 ; 凸 忒 即 
[ a 1 一 [xa lm 1. (C14) 
因此 , 止 解 的 组 数 
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Ai 一 -| age Lx | 一 1 (15} 
中 此 下 $6 定理 1(iw} 推 得 
— xa a ON ra Oa |. 
中 于 证 解 ,所 以 
Oe ). 
上 自 以 上 西式 即 得 
N= 一 a) | 一 1 或 一 -ecoiesy | 
于 a 一 一 2 于 1 有 有 上 正解. 当 c 一 
dt . 蔡 有 止 解 这 ,zz, 则 有 
dl 15) 
下 此 虑 taras) 二 1 利用 $4 定理 11 可 得 
Hi Ul i. 


有 1 由 此 上 米 式 i 民 6) 


Ue DL 

让 不 可 能 的 , 所 以 中 ec 一 aaey 时 ,方程 (4 无 正解 ,证 年 . 

该 指 呈 : 庆 程 (有 上 解 的 充 要 荣 作 足 方 得 

tT 

全 和 仙 解 . 国 此 ,定理 4 和 定理 5 只 要 证 明太 个 就 能 推出 号 一 
个 .省 细 的 论证 留 给 读者. 此 外 ,这 是 个 定理 中 的 解数 公式 (12) 和 和 
5) 比 定理 中 的 结论 更 有 用 ,当然 ;这 宙 要 过 找 出 -组 特 解 (并 不 
一 定 要 足 非 负 解 或 正解 ). 下 向 来 举 几 个 例 于 . 

例 7 求 5zi+3rz 一 52 的 全 部 正解 ， 

解 + 一 8. rs 一 4 让 组 特 解 , 出 式 657 和 和 (511) 知 全 部 止 解 


一 日 十 3 XX: 一 4 一 5t， 
一 2 一 | 873] 十 ] 沁 [ 训 一 [4/5] 一 1 所 0 
折 以 共有 三 组 正解 : 8,4;5,9;2,14. 容易 看 出 天 一 0 或 一 0 都 不 
可 能 是 解 , 因 此 这 也 是 全 部 非 负 解 . 
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例 8 证 时 ， 101zx 十 37zr 一 3189 有 正 整 数 解 . 
证 这 里 cc 一 3189 之 ai@; 一 101*，37, 所 以 从 定理 5 的 结论 不 
能 确定 方程 是 在 有 正解 (当然 可 推出 至 多 有 一 个 ) 因此 需要 利用 
式 (15) (或 C14)). 可 以 求 出 吉 二 11 * 3189 ,x 二 一 30。3189 六 一 
组 特 解 (请 读者 自己 去 求 ), 巾 式 (15) 知 解数 等 于 
—[—1lLl* 3189/37]—[L30. 3189/101|]—1 
一 949 一 947 一 1 一 1， 
如 方程 怡 有 有 一 组 正解 . 请 读者 日 己 去 求 出 这 组 旦 解 . 
例 9 鸡 人 条 一 ,值钱 五 , 冯 母 ,值钱 一, 友 外 .一 值钱 -上 折 钱 
买 百 鸡 , 问 鸡 癸 好 锥 各 几何 ? 
解 以 myzrzyza 分 别 代 表 玖 条 , 鸡 峡 , 欠 站 的 数 日 .由 茶 件 可 
得 下 面 的 不 完 方 程 组 
| 653 十 3 一 3 一 100， 
， 1 十 十 二 一 圭 口 O， 
我 们 要 求 这 不 定 方 得 组 的 非 负 解 .消去 zs 可 得 
Tz 十 dr; 二 100., 
先 求 这 不 定 方 程 的 非 负 解 .z 一 Orz 一 25 太一 组 特 解 . 由 式 (5) 太 
定 埋 4 知 , 它 的 全 部 非 倪 解 古 ; 
1 一 站 十 4 za 一 25 一 7 
0 一 一 [074] sts[2577] 一 3. 
即 蚌 D,25;4,18;58,11512,4. 因此 所 买 的 鸡 的 各 种 可 能 的 情形 是 
下 起: 


例 10 求 15zr 十 10z* 十 6zrs 一 61 的 全 部 非 负 解 . 
解 ” 由 例 6 知 通 解 公式 是 
TI 一 5 十 211 十 Stey ZT: 一 一 5 一 3 一 Bfty ZX 一 6 53tz. 
所 以 给 出 非 负 解 的 太志 是 
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5 十 28 Tt, 一 5 一 3 一 有 2D， 6 95to 
由 此 得 
—5/3—2f2 让 一 85/2 一 3ts, 的 675. 
进而 有 
一 576<tz< 675. 

所 以 ,一 0,1. 容易 条 出 ,i 一 0 时, 二 一 2 一 1 时 ,光一 一 4 一 5 
由 此 从 通 解 公式 求 出 所 有 古人 负 解 居 ; 

1 1,6r 31,1;} 1.4，,1， 
虑 例 5 所 得 的 通 解 公式 也 可 得 到 同样 的 结果 . 


可 题 八 


1， 求 解 以 下 方程 

1) 3 十 5 一 二 1 (1 9037 7 了 31 一 1063 

C7 11440221 一 1969272 一 之 ， 

2， 求 解 以 下 方程 : 

《IT FI; (ii 6 十 Or 一 21r3 一 144 一] 

人 1) 371 十 了 zz 一 2， 281 一 5 十 10DT3 8: 

{i 3f1 十 十 区 一 时， 十 BT ORs 一 S77: 

ci) 2 十 十 工 3 十 了 0OD， TI 十 27r3 十 373 一 和 ri==300， 

1 十 4rz 十 9rs 十 16z 一 上 DODOD， 

4. (i) 将 分 数 23730 表 为 二 个 购 约 分 数 之 由 ,它们 的 分 母 册 
两 始 约 ; 

Qi) 将 23730 表 为 两 个 婚约 分 数 之 和 ,它们 的 分 母 既 约 ， 

5， 求 以 下 方程 的 全 部 非 信 解 , 全 部 正解 : 

(1) 5 十 7 一 41; fi Fri 3 1 23， 

6. 63.xi 十 110x; 一 6893 有 无 正解 ? 

7， 设 dirazoe 是 正 向 数 , {ayaz) 一 1. 对 于 方程 ee 十 az 一 
有 以 下 结论 :fi c 达 ai 十 ws 时 一 定 没 有 正解 ;(11) 人 全体 非 伍 解 和 全 

证 2 


体 正 解 相 问 的 充 要 条 件 是 al1fe 自 as1e; Gii) 若 alcyaiazfc, 则 
正解 的 个 数 等 于 ,ee/ (asaz) ;Civ) 车 aiaslc, 则 正解 个 数 等 于 
CA AC, 

8， 设 casyas 是 两 两 婚约 的 正 整数 .证 明 : 不 定 方 程 eseaz 
— aadlTo AadsTy sad 时 一 定 在 非 
负 解 ; 当 上 一 2aiased 一 catz 一 are “qaal 时 无 非 负 解 . 

9. 求 以 下 不 定 方程 组 的 全 部 正解 ， 

ti) 2x 二 Ts 二 一 100: 3x 二 5zs 二 15zs 二 270; 

CY rs 一 和 1. 


了 


d3 


SS 上 十 一 有 


这 一 节 讨 论 二 次 和 不定 方 程 
和 十 一 -人 《1 ) 
六 种 人) 满足 zs 一 0 的 解 称 为 显然 解 ,rvs #0 的 解 称 为 非 显 然 
解 , 和 售 易 看 出 ,全 体 显 然 解 是 


i, 十 i, 十 a: Ds DD, (C2) 
这 纺 下 负 生 任意 选取 . 行 zz 是 人) 的 非 亚 然 解 , 堵 么 ,对 任意 
目 禹 数 请 7 全 选 ) 也 是 11) 的 韭 显 然 稻 ;以 


是 的 任 兰 的 止 公约 数 一 忆 dy 十 yd 十 zi 由 信守 人 性 
渤 } 岂 是 (1) 的 非 显 然 解 . 与 此 ,为 子 求 出 全 阐 非 显然 解 , 只 要 求 方 
程 (]) 满 足以 下 杀 件 的 和 解 : 
全] (3) 
时 红 约 的 二 解 ,sz :这 标的 解 称 为 方程 (1) 的 本 原 解 ， 
引 理 1 不定 方 程 (1) 的 本 原 租 二 .yz 必 谐 足 荣 什 : 
(一 一 C1) 
21 十 他 【5 
证 若 xz,y 沾 婚约 , 则 有 索 数 记 |x, 记 |y; 由 人 1) 知 p12. 由 此 
总 $5 定理 1 向 pp|z, 但 这 和 和 (x,yvyz) 一 1 并 丰 , 同 埋 让 ty1z27 二 1， 
(一 1, 由 (ry 一 1 向 ,x;Y 不 能 同 为 偶数 ,xy 也 不 能 辣 为 柯 
歼 . 旨 为 若 同 为 奇数 . 则 可 推出 竹 关 一 曙 基 zz 为 届 数 .而 南 41) 却 
1|z 一 x 十， 
于 ,所 以 zy 籽 为 一 林 一 侦 , 即 式 (5) 成 并 . 
定理 2 不 定 方程 (1) 的 x 为 个 数 的 全 休 本 原 解 由 以 下 公式 


Tr yO2rs = 十 s， | 


其 中 ,5 为 满足 以 下 条 件 的 任意 整数 ， 
rs>O, sr)—1, 2+r 十 Y- 《7 了 3 
证 ” 先 证 由 式 (6).47) 给 出 的 ,yw1z 一 定 是 (1) 的 本 原 解 是 
213. 容易 验证 : 对 任意 的 r,s (不 一 定 满足 (7)) ,出 式 (6) 给 出 的 
fsz 证 是 (1 的 解 有 2 出 天 > 人 0 和 类 ,这 是 正解 .由 式 567 知 ] 
Crs) |2r:, Cr se) | 2 
由 此 从 $41 定理 ;! 和 定理 12 推 则 
Cr | Cr ,20 Dr ,sy), 
由 笨 件 (sr) 一 1 及 和 4 定 二 13 推 由 (rs 一 1. 因 侧 
Ci 2. 
由 淋 件 21 1s 知 2 所 以 燥 fCrrz) 二 1. 这 就 让 明了 所 要 的 辣 
论 . 
下 面 来 让 : 方程 (1) 的 每 一 组 本 原 解 rwy2ly 一定 可 以 表 
为 甩 56 的 形 江 :有 rs 满足 式 67) 由 引 理 1 知 21x 一 y, 出 此 太 
2|y 推 由 21 .2f ee. HB 而 有 


i 十 区 


Wr 二 (8) 
由 型 1 和 人 zz) 一 1. 由 此 成 
i 十 蔗 Ee ; i 宅 十 x 守 | 
275207 2 21| 
推出 
i 人 
2 + | =1. 
利用 5 推论 5( 或 834 例 10), 由 上 式 太 式 (8) 得 
2 一， 


这 于 x,s 是 两 个 止 右 数 ,r>5 HCrs 一 1. 从 王 式 太 式 48)7 立 即 推 
出 式 567 成 .进而 由 21 知 2f7 十 3 这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 定 
型 证 毕 . 
从 定理 2 及 一 开始 的 计 论 名 可 以 得 到 1) 的 爹 部 解 : 显然 解 
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册 式 (2) 给 出 , 非 显 然 解 是 
XX 二 十 上 Rt 一)， vy 二 十 2k5r， 2 二 二 上 (ry 十 5)， (9) 
及 
二 一 士 288r， YY 一 十 (7 一 s:)， 一 士 关 (7 十 5 ， £10) 
其 中 r,s 满足 式 (7) ,是 任意 正 整 数 ,正人 负 号 任意 选取 , 显 见 ,全 取 
下 号 及 有 一 1 ,就 给 出 了 全 部 本 原 解 . 
我 们 知道 ,一 个 直角 三 角形 斜 边 长 度 的 平方 等 于 此 豆角 边 的 
长 度 平方 之 和 . 这 就 是 著名 的 商 万 定理 .这 样 , 求 不 定 方 程 (1) 的 
正 整 数 解 的 几何 意义 就 是 要 求 边 长 为 整数 的 直角 二 前 形 , 这 种 二 
骨 形 称 为 商 高 三 角形 客 . 当 商 高 三 角形 的 一边 长 为 既 约 ( 即 相 应 于 
(17 的 本 原 解 ) 时 , 称 为 本 原 商 高 三 角形 . 定理 2 也 就 是 求 山 了 所 有 
的 本 原 商 商 一 角形 . 
我 们 还 可 以 从 万 一 角度 来 看 不 定 方程 (1 的 几何 意义 方程 
(1) 的 解 z ,yz: 当 z= 二 0 时 , 必 有 = 一 > 一 0. 我 们 约定 只 考虑 人 1) 的 
= 天 0 的 解 , 说 
EI/ 六 一 11) 
这 样 , 方 程 民 ) 张 变 六 
十 六 一 1. C12) 
椒 定 方程 (1) 的 求解 问题 (注意 z 关 0} 就 等 价 于 求 方程 (12) 的 有 理 
数 解 2.5. 在 直角 坐标 平面 上 .方程 (12) 表 示 单 位 疗 周 (这 是 二 次 
曲线 ) ,因此 , 求 方程 12? 的 有 理 数 解 就 是 求 单 位 圆周 上 坐标 为 有 
理 数 的 点 , 邮 有 理 点 . 由 前 而 的 村 论 这 妈 司 到 
推论 3 单位 图 所 上 的 整 点 后 
{ 士 1.01， 10, 4 上 1); 


不 是 强 点 的 有 理 氮 是 : 
| ， 天 一 3 _ 25sr 1 | sr | : 
(+ + i1， “十 31 7 rs 


TI 让 称 为 毕 达 于 拉 斯 (Pythagoras) 让 理 . 
宇 ” 亦 称 为 毕 达 哥 拉 斯 二 角形 . 
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其 中 7,s 满足 式 47), 正 负 导 作 喜 选取 ， 

证 设 $ 二 qvb4,3 二 azy6s 是 单位 图 周 上 的 有 埋 点 ,已 之 0, 及 
ai tb 是 蔬 约 分 数 . 由 式 (12) 得 cj 如 十 ae 一 吕 避 .由 此 推出 《为 什 
妈 ): bi bd, b | ps. 同样 可 得 bs | Bi. 关 此 ,5 一 5 一. 故 有 af 二 a2 一 
.由 此 从 定理 2 就 推出 所 要 结论 .证 上 毕 . 

例 1 求 出 7 和 7 时 ,由 式 (6) 和 和 (7) 给 出 的 全 部 本 原 解 . 


39 lor 
. 1 
| 33.56:65 
11.60,61 
1 革 


表 1 就 给 出 了 全 部 要 求 的 本 原 解 . 
例 2 求 == 一 65 的 不 定 方程 (141) 的 全 部 解 . 
解 ” 显 然 解 性 x 二 二 65,y 一 0;1x 一 0,y 一 十 65. 为 求 非 显然 解 ， 
由 式 (9) 各 (10) 知 , 先 要 把 65 表示 为 
有 5 一目 (十 5 
其 中 ,= 满足 式 (7) ,165,0<E<65. 下 可 取 1,5,13. 当 上 一 1 时 ， 
65 一 8 -12 一 ?2 十 42， 
| 六 一 8 一 5r 一 7 了 5 一 4 相应 的 解 沪 
z 僵 土 63437 一 士 16: xz 二 十 33,y 二 二 56 
及 
一 士 16,y 一 十 63; 工 一 十 56,y 一 士 33. 
当下 一 5 时 ， 
85 一 5。13 一 5f32 一 22) ， 
负 > 一 3 一 2 相应 的 解 为 
一 士 2543 一 士 60 下 了 一 土 60, 一 士 25. 
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当下 一 13 时 ， 

65=13* 513(2°—1:), 
即 > 一 2,s==1 ,相应 的 解 为 

ff 一 士 39.y 一 十 52 及 了 一 土 52.y 一 士 39， 

这 就 求 出 了 全 部 解 . 本 厚 解 仪 有 

G316,65; 33,56.65 
梳 

16.63,65: 56,33,65. 

利用 定理 2 的 方法 与 结果 可 以 解雇 -类 不 定 方 程 的 求解 问 
是 .下面 来 证 明 两 个 定理 . 

定理 4 不 定 方 程 

Ty C13) 
无 xyz 关 0 的 解 . 

证 显 见 ,以 要 证 明 方程 (13) 匹 正 整数 解 . 用 反 证 法 . 假 耕 
(13) 有 正 整 数 解 , 堵 么 在 全 体 正 整数 解 中 , 必 有 一 组 解 xo, yo zo 
使 得 z， 取 基 小 值 . 我 们 要 由 此 找 出 -组 正 整数 解 了 lyyiyvsi ,满足 
< 得 出 六 盾 . 

(i) 必 有 (zy 一 1. 若 不 然 , 就 有 款 数 pixo,;plyo. 由 此 推出 

4 内] zu HEE x po yo/ po ,zolp2 也 是 忆 3) 的 正 整 数 解 ,这 和 
=, 的 最 小 性 矛盾 .因此 , 寻 , 如 ,zs 是 方程 (1 的 本 原 解 .由 引 理 1 
各 ,zy 必 为 : - 奇 一 偶 ; 不 妨 设 21 以 及 (zco3o) 一 ]. 
CH) gi= Ce 因为 gi1| 220 2y5) 一 2220 
一 2, 由 此 及 21 zo 一 即 得 gg 二 1. 由 此 及 由 式 (13) 推 出 
Ca — YE) I) 
利用 $5 推论 5 得 到 
OO 
这 里 zanDytayo 一 1y2f uw. 进而 有 
fc Ha) 


5 (C14) 


= 


全 名 


Ci) gs 二 (Cv 一 (wi 十 #7)/2) 一 1, 因为 
Bal Cw Hv) | Dn Dn we 2, 
由 21 wv 可 推出 24 fa -wv2, 轩 此 g;=-14, 利用 5 推论 5, 由 此 
皮 式 人 47 得 到 
va 《2 一 15) 
这 里 a 守 0,5>0,C45) 一 1, 成 21a,21 6. 
civ) 由 rv 满足 的 条 件 及 式 (]5) 推 得 
OHV 
及 uvasv 荐 方程 (1 的 本 原 解 上 且 21eo. 因 此 由 定理 2 知 : 必 有 ys 
满足 式 471? 使 得 
rs dr 
由 此 及 式 (15) 的 第 二 式 即 得 
i 十 一 起 2 
这 表明 r,s,6 足 广 程 (13) 的 正 整 数 解 , 且 有 xs 这 种 ,最 小 性 
站 盾 .所 以 513) 无 正 烛 数 解 . 证 第. 

证 明定 理 4 的 方法 道 常 称 为 Fermat 无穷 道 降 法 . 定理 1 的 几 
何 意 广 是 : 不 存在 育 和 衣 边 氏 均 为 站 方 数 的 商 高 二 前 形 . 由 定理 4 
立即 推出 

推论 5 不 定 方 程 
无 zz 到 人 0 的 解 . 

数学 中 -个 本 解雇 的 著名 问题 是 : 生 当 nw 实 3 时 ,不 定 方程 

x 
万 xyz 尖 站 的 整数 解 .这 通常 称 为 Fermat Last Theorem，H 为 
Fermat 不 加 证 明 地 提出 了 许多 数论 中 的 定理 ,这 就 是 其 中 的 一 
个 .后 来 ,大 多 数 结论 被 十 明 是 对 的 ,个 别 的 则 被 告 定 了 . 而 最 后 叭 


汪 4993 年 汪 月 23 日 .在 英国 基本 的 牛 帆 研究 所 ,ndrew Wiles 宕 布 他 证 时 了 


Fermat Tast 下 heotrerr。 
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有 这 一 个 "定理 * 娩 激 有 被 证 了 明 也 没有 被 否定 . 推论 5 表明 当 一 14 
时 结论 是 正确 的 关于 这 问题 已 经 得 到 了 许多 缚 论 ,但 这 些 讨 论 已 
下 近 超出 了 本 书 的 范围 ,在 [8] 中 的 第 六 章 $5 将 证 明 = 一 3 时 结 
论 也 成 并 ， 
定理 & 不 定 方程 
Iz 十 yy 二 之 * C168) 
的 满足 茶 件 (z ,vyv} 一 1 的 全 部 正 站 数 解 古 
二 一 | 有 人 一 C17) 
战 
rdapteas. py |6aD :at bi| ,za Hh, 《183 
其 中 a, 忆 为 满足 以 下 条 件 的 企 意 整 数 ， 
ED (ab)—=1l, 21 4pb. 19) 
证 设 xyz 是 016 的 正 整 数 解 ,满足 (Cry) 一 1 因 浊 ,zy， 
z? 是 方程 (1) 的 本 原 解 . 由 引 理 1 知 ,ryy 为 一 奇 一 侦 . 不 妨 设 2| 
vy. 由 定 埋 2 条, 必 有 有 
Ty C20) 
起 中 六 ss 满足 式 (7). 因而 7,s,z 也 是 方程 (1) 的 本 党 解 . 若 21s. 则 
由 定理 2 逢 | 


roa. bl, s=2ab, 一 十 有 (C21) 
其 中 必 ,Bb 满 中 (注意 r 半 5) 
ap 0 a6 =1 21 ab ea — oh 2ap. (227 
申 式 (C20), 21) 得 
T=a pi faib ,ydabta—b ra teh, {23) 
由 式 (22) 得 
(2 Dawp>0,(u,6)=1,21ate. 《24 
车 27r, 则 由 证 理 2 知 
让 (25) 
其 中 避 ,5 满足 (注意 7 这 $5) 


了 


他 二 2 C267 

由 式 (20), 25) 得 
工 一 62 pa bi,y—dapta’l—b:} ,2—atb. 27) 

和 由 式 (26) 得 

a 2 — a0,(a,6) =m=1,21 aits. 《28 ) 
由 式 (23) ,527) 太 式 (24), (28) 推 出 : 当 2|y 时 , 解 由 式 (17),(19) 
给 出 . 由 对 称 性 推出, 当 2|zx 时 , 解 由 式 ( 吕 8) ,0419) 给 出 .此 外 , 窑 
易 直 接 验 证 ; 由 式 蝇 7) ,018),(19) 给 出 的 xz,y,x - 定 是 方程 (16) 
满足 {x,y) 一 1 的 解 . 定理 证 毕 ， 


站 题 九 


1， 求 出 一 边 长 为 人 io 15; Gi 22; (ii) 50 的 所 有 商 高 三 角形 、 
所 有 本 蛛 商 高 二 角形 . 

2. 对 坟 样 的 整数 坟 , 不 定 方 程 x 一 y: 一 nw ”0G) 有 解 ; 

《ii 有 满足 cr ,y) 二 1 的 解 . 计 对 一 30,60,120 判断 这 方程 
是 否 有 有 解 ; 有 解 时 求 出 它 的 全 部 解 ,及 全 部 满足 Cr,y) 二 1 的 解 . 进 
而 ,提出 一 个 求解 这 不 定 方 程 的 方法 . 

3. 证明: 6 (ta: 十) (Ce? 二 d= Cachea) i (Cad — bey’; 

Cn ep A) Cact phe) (ad pbey:. 

4. 求 出 妊 边 汶 (i) 1105; Ci) 5525; (Cid》117; tiv) 351 的 所 右 
南 高 二 和 角形、 所 有 本 原 商 高 三 角形 . 

5， 设 ?之 3. 证 明 : 必 有 一 个 商 高 二 角形 以 为 其 -直角 边 的 
长 度 . 

6， 求 面积 等 于 (1) 78; (1) 360 的 所 有 商 高 二 角形 . 

?7， 证 明 : 不 怎 方 得 于 二 2 于 入 足 Czyyys) 一 1 的 全 部 正解 
在 : 二 | 2o2| .7y 一 2arz 一 az 十 2t2 共 中心, 是 满足 (ar 一 
1:2fz 的 任意 下 整数 ， 

38. 求 斌 十 y 呈 x 满足 [x,y) 一 1 的 全 部 解 . 

90. 求 一 3y 一 z* 满足 (xr,y}) 一 1] 的 全 部 解 . 


10， 证 明 ; 不 定 方程 ] /x 喇 1/y 一 1/z* 的 解 - 定 满足 
(1) TD Cliy 60 |zxy; 
fiii) 所 有 (x,y:z) 二 1 的 正解 是 ; 
Tr y=2rstr tes), zr(tris ). 
革 中 守 s0Crs)- 一 112175;y 凡 上 撤 俯 搞 了 yy 
11， 证 用 : x 一 4y’ 二 z 万 xvz 攻 0 的 解 . 
12.， 汗 儿 ;zx 一 2 人 拉 艇 ， 
13， 让 明 ; 不 定 三 程 弓 1 A 巨 正 刺 数 艇 ， 
14. 证 明 以 上 三 题 中 的 不 定 片 程 和 不 定 廊 程 组 两 两 等 价 . 
15， 证 明 : 商 高 三 和 形 的 面积 “ 定 不 评 烛 效 的 平方 . 


?2 


10 Chebyshevy 不 等 式 


$2 定理 7 已 经 让 明了 素数 有 励 穷 区 个 . 以 x(x) 表示 小 超过 
实数 二 的 系数 个 数 . 例如 ， 
TT 人 RD 一 了 
T(tlO, 55): 50 一 5. 
上 下方 和 将 给 出 x 的 上 界 与 和 下界 估计 ,这 就 是 区 省 的 Chebysheyv A 
部 式 ( 见 式 417). 证明 的 大 法 是 利用 7 定理 1, 并 需 此 简单 微 积 分 
向 识 ( 天 式 C14)). 
定理 上 说 半数 了 全 2 我们 有 


“1n 


1 rt) Gn2) cl} 
3 nr ln 
妈 
| Blno [Alma pa i | nln 2 {2) 


这 里 p, 是 第 个 琳 数 ， 
i 让 起来 证 明 式 (17. 设 点 是 小 刺 数 . 
Man! CT 
古人? 了 例 3 知 ,4 是正 上 整数, 我 们 来 考虑 它 的 素 因 数 分 解 式 .由 
$7 了 定理 1 知 ( 汐 上 方 合 起见, 取 白 然 对 数据 式 )， 
lnaz 一 Intzrpr)I — 2lnm! 
一 信 ，fa( 产 :20 一 2c( 记 ,jln 记 


站 


-二 > atp,2m)lnp, {37 


PT 广 Dm 


了 当然 好 就 是 组 合 数 | ”| .由 此 也 可 推出 M4 基 些 数 . 


?3 


这 里 


5 一 公 ” 二 加 4 
aCp sn) pi (4) 
显 出 
ep = mp (5) 
当 所 时 ,由 0 所 [2y] 一 2[Lyj 所 1 及 式 (4) 得 
0<<u(p,2m) 2alp sm) = > 2 | 
Takem 
裤 人 1 | | C6) 
这 样 , 由 式 (37105) 态 (6) 得 荐 
ln 2 ) 
,2 In ME <> 呈 Inp In np. C7) 
因 | 作 有 
iAom rm nm 人 nM 2 ln 2m}. CH) 


娘 一 方面 ,我 们 直接 来 合计 玫 的 上 上 .下界 . 我 们 有 
2 2 一 ] mm 二 1. 


Mo m1 ] 一 -之 32， Cn) 
MT={2m)! Cr (十 10" 二 2", .103 
由 以 二 二 式 旭 得 
ri2m nimn) min2, C11) 
{x2mi— ntm) nm ?mln2z. Cl2) 


当 二 zz6 时 . 取 关 一 zr2] 盖 2 这 时 好 鳅 有 2mr 迄 光 之 3m. 因而 由 式 
《117 得 


ole mln om > | 了 | Ts 


由 间接 验算 知 , 上 式 当 2 所 xz 过 6 时 也 成 这 ;这 就 证 明了 式 (1) 的 左 
半 不 每 式 ， 
当 训 一 于 ,由 式 人 (12} 可 得 
不 12 一 和 2 2 1, 


由 此 及 显然 俩 计 xfC24417<24(320) 可 推出 
(二 1 mCorTi) Ero ) <3 2*. 
对 上 式 从 二 0 到! 一 1 求 和 ,得 到 
IT (2 ) 3 0. 
对 任意 + 宇 2, 必 有 叭 一 芍 整 数 : 兰 1 ,使 得 2 :<z 安 2 ,因而 有 
Cr 2 Bn2) rne, 

这 就 证 明了 式 (1) 的 石 半 不 等 式 ， 

企 上 和 陈 中 取 工 一 2 利用 pi 守 nx 就 得 到 


， ] 
ed Bln2 
这 就 证 明 广 式 (2) 的 堪 半 不 等 式 , 设 nn 记 1; 在 式 (11) 中 取 27x 一 


pa 十 1 ,得 到 | 


| 
| nlnn, 
上 


| ， 
| nn > 


nlnt pt l) (ps 1)/2 +: ln2. 


进而 有 
Int p+ 1)E Int2nA/An2)+ lnlnt p,.-1 1). {13) 
当 实 数 ; 半 一 1 时 ,熟知 有 不 等 式 呈 
Intl -ts) Ss. 14) 


取 :*= 一 y/2 一 1, 即 得 

lnyvsy7 2 一 人 一 In27<yr2， y>0, 
取 y 一 In(ps 十 1); 由 上 趟 及 式 (13} 得 

]nfp 十 17s2lne2n7ln27< dlnn, ne 3, 
由 此 及 式 (13) 的 前 一 式 , 就 推 山 ， 当主 3 时 式 (2) 的 右 闪 不 等 式 
成 江 , 当 nn 过 3 时 和 直接 验证 式 (2) 的 右 半 不 等 式 成 并 .证 毕 . 
事实 上 ,可 以 证 明 ， 
Xxx rn AI, zee, 
Par tnlnn)——1, nr 十 co. 


这 束 是 普 名 的 素数 定理 , 证 明 起 出 本 书 范 围 . 


中 没有 学 过 微 积分 的 读者 ,HH 天 认 这 一 不 每 式 . 
?9 


无 论 是 定理 1 还 是 素数 定理 都 没有 给 出 ztx) 的 确切 的 值 . 在 
3 12 将 给 出 具体 计算 rtx) 的 值 的 有 效 算法 . 
议 1sa<eta:0 一 1 一 个 自然 的 推广 是 研究 算术 数列 
atid, d=0,]1,2,. 
中 的 素数 分 布 . 兴 于 它 的 讨论 ,即使 是 证 明 其 中 有 无 限 多 个 素数 也 
超出 本 书 范围 . 
习 题 十 


以 下 一 组 题 是 为 了 证 明基 于 素数 的 Betrand 假设 . 所 用 符号 
和 10 定 地 1 完全 相同 . 

1. 设 关节 35. 证明， 
Ziatp D0) — Za(tp, rn npEntv 2m lnC2or) 一 > Ings. 
Ps nar Br pe Dr 

2， 访 光宇 128. 证 时 :rt 2 < or72 1 

3， 设 粮 数 mn 宇 2. 用 归纳 法 证 明 : np 2ln2)x. 

4， 证明 ， 当 mi 守 128 时 有 人 Inp>mtln2)/6. 


5,，(Betrand 假设 ) 设 以 1 证 明 ， 必 有 素数 注 半 二 


6. 证 时 第 5 是 的 络 论 对 以 实数 x+ 宇 1 代 蔡 整数 zw 也 成 立 . 


?6 


Sil 数论 函数 


找 们 把 日 些 碗 在 入 个 整数 集 台 六 中 有 皮 值 : 岗 变 获取 复数 挤 
的 汞 数 y= 了 G00; 称 为 数论 函数 或 算术 函数 . 洒 实 |, 这 就 是 我 们 
染 知 的 数列 .但 在 旷 蹇 数论 问题 时 ;经 带 出 再 一 些 数论 中 特有 的 弛 
数 ,需要 讨论 全 们 的 数论 性 质 . 数论 函数 是 数论 中 不 可 饮 少 的 工具 
各 重要 的 研究 课 葛 .这 里 光 介 给 有 甘 它 的 -一些 基 本 知识 . 

定 关 1 省 交 在 集合 万 上 的 数论 果 数 六 扣 称 为 是 积 性 国 数 . 
划 ] 果 满足 


六 [CD 一 FDC TD lmne 1L, { 1 
和 为 是 完全 积 性 函数 (当然 变 冰 具有 pxxwED, 下 | 同 ) ,如 果 满 是 
imme pF ni. 2) 


送 是 一 炎 重 归 的 数论 晒 数 . 例 旭 :vv 一 天 导 是 芭 定 的 非 负 整 
人 人 是 给 让 遇 正 整 克 ) 人 和 YEDiy=ts 丝 完 
实数 ),nEN. 守 部 是 完全 人 积 社 册 数 .出 $5 式 (8) 知 zf} 和 这 定义 
在 NN 上 和 的 积 性 捕获 , 八 容 易 验 证 它 不 是 完全 了 积 性 的 .我们 和 应 米 举 
几 个 例 寺 . 

例 1 设 #n 一 pip ,定义 作 认 上 的 数论 垢 数 


rr 


ef 3) 
[已 nt, 
iI]; . 
Qn) = C4) 
4 人。 zi 一 =- ] ， 


显 风 wn) 是 的 人 不同 的 紊 因数 的 个 数 , 人 (2) 是 的 全 部 米国 数 
( 印 按 量 数 计 ?的 个 数 . 容易 验 让 它们 不 晨 积 性 的 ,但 满足 
ctr) On) tna) 《yp 一 上 5) 
jy) 【3 
了 


由 它们 可 引进 用 匆 两 个 数论 果 数 


2 一 【一 1 Xl, C2 
ART 一 (To nl1, (By 


容易 验证 ; vtn) 吓 积 忻 函数 ,但 不 是 完全 积 性 的 .43(2) 则 是 完全 积 
作 荫 数 , 它 杯 为 Liouville 函数 . 
例 2 设 dEZ， 
C1 214, 
hid)=! (9) 
\0, 2|a. 
志 是 完全 积 性 的 . 国 为 , 当 2|did; 有 4， 
下 (eic 一 万 (ce 下 Ke 一 Di 
当 21 ec 时 ,由 
dds 1352 一 (一 2 二 (一 1772 十 [的 一 Cd 一 1772 
也 推出 
A 
显 见 , 讷 个 (完全 ) 积 性 函数 之 积 上 太 商 (分 母 恒 不 为 零 ) 痢 是 ( 寺 
全 ) 积 性 消 数 . 积 性 尊 数 的 构造 是 十 分 简单 的 为 了 简单 起 见 . 下面 
仅 讨 论 定 忌 域 汶 六 的 情形 5 一 般 情 形 可 归结 为 此 )， 
定理 1 设 7 是 不 恒 为 入 的 数论 咀 数 ， 


A pp , C10) 
著 么 .7 是 积 性 畏 数 的 充 要 条 件 是 (1) 一 1, 帮 
Fn)= fp Fp); (C11) 
了 tn} 是 完全 积 性 的 充 要 荣 件 是 A(1) 一 1 太 
=- 六 Ye rp,). ‘12) 


证 必要 性 ”由 条 和 件 知 必 有 ao 天 0. 由 式 (1) 得 
OF Fn = no fino), 
这 上 斌 推出 (1) 一 1: 式 届 17 和 式 (12) 分 别 由 式 (1) 和 (2) 推 出 . 
充分 性 当 六 ,关中 有 一 个 等 于 1 时 ,不 六 刘 关 二 1 由 了 (1) 一 
] 推出 式 64) 和 f2) 一 定 威 立 . 当 nm1,m 人 1 时 , 设 闫 的 素 因 数 分 
7 


和 解 式 屁 Qn. 1 人 二 1 的 素 因 数 
分 解 式 是 gr…gYp7…p. 由 式 (11) 得 
f Onn)— fg. gr 记 pr ) 

= fafa fF pf Cp”) 

— fm ny, 
即 式 (1) 成 闻 , 唐 以 六 是 积 性 函数 . 若 式 (412 成立, 假定 pj 一 gq,， 
一 qr 以太 站 jf 时 总 有 pg li gp 1 Er, 
这 样 ,mn 的 素 因 数 分 解 式 是 


OB 9 | te 


六 


由 式 (12}) 得 
FOnm 一 FF Nfh ta) 
和 
— fg I Fp rp ) 
fn, 
这 器 证 明了 fcn) 量 完全 积 性 的 .证 毕 . 

对 -二 一 个 数论 函数 由 本 以 先 证 明 它 是 积 性 的 .然后 利 由 
式 民 1 或 (12)( 如 果 是 完全 积 性 的 ,得 到 它 的 表达 式 , 反 过 来 ,我 
们 也 可 以 证 明 它 有 式 1D) 或 2) 威 立 帮 fCD) 一 1, 然 厂 鹤 出 fn) 
二 积 性 的 或 完全 积 福 的 . 

定理 上 上 表明: 一 个 积 狂 图 数 完全 由 立 在 素数 韩 pr 上 的 取信 
所 确定; 而 完全 积 性 函数 则 完全 由 它 在 素数 户 上 的 取 人 情 所 确定 . 
让 此 可 以 来 构造 和 性 晒 数 . 例如 ,对 每 个 素数 户 定 六 

fipy=1! 2 (13) 
' 0, Ql1, 
一 1 上] 由 式 (4) 维 出 肝 ， 
Fn fF pi tp). C14) 
这 就 构造 了 :个 数论 因数 ftn), 由 定理 1 的 充分 性 知 它 足 积 性 
的 
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例 3 设 nEN,otn) 表 示 n 的 所 有 不 除数 之 和 ,证 明 ; oln) 是 
各 性 阴 数 , 当 记 1 由 式 (10}) 给 出 时 


| ] .. 
r=T] Si. (15) 
1 


zx) 称 为 除数 和 范 数 ， 

为 把 证 明 儿 述 请 打 , 先 来 讨论 st 的 构造 方法 ,这 在 数论 中 
是 十 分 重要 的 . 由 给 定 的 数论 函数 fCn) 可 以 这 样 来 构造 一 个 新 的 
数论 地 数 

Fl Oo > fd), (16) 
这 里 求 和 导 表 未 对 的 所 有 正 除数 求 和 ,例如 ， 
FOD= > fd) = £01). 
可. 

FAD SY FD FD+FE FF FIN HTB + FL2). 


|1l2 


这 样 , 当 取 (rn) 三 1 时 ,有 


r(z) 一 他 /1. (17) 
on 
当 取 f(r) 一 n 时 ,有 有 
at 一 之/ (18) 


中信 5 推论 3 知 ; 当 2 由 式 避 0) 给 由 时 , 求 式 (16) 中 的 和 起 的 一 


人 0 人 人 (19) 


结 台 十 数 六 7 的 特殊 性 质 ,往往 可 以 较 易 求 出 上 式 有 有 边 办 的 和 多重 和 
式 . 例如 , 联 了 00) 三 1 ;出 式 民 7) 和 (119) 推出 85 推论 6. 
出 定理] 和 式 (19) 可 得 一 个 十 分 有 用 的 结论 . 
定理 2 没 了 (n) 候 不 恒 为 零 的 积 性 胃 数 .那么 ,由 式 吕 人 昌 给 山 
的 天 fw) 也 是 积 性 孙 数 . 
证 ”由 定理 1 的 必要 性 守 式 各 拉 知 ,FOC1) 一 Af1) 一 1]; 及 当 
80 


由 式 民 0) 给 出 时 ， . 
Fa) = Dp pe) 
Fi eb 


= pi DP)) 


=Ftpi} Pp), (20) 
由 于 .从 定理 于 的 元 分 性 就 推出 乓 (是 积 性 的 .证 毕 . 
下 面 来 解 例 3. 由 式 (18) 及 定理 2 就 推出 at 是 和 性 的 . 对 素 
数 户 显然 有 


—. Tt 
sp Y= Dd=1+tpttp C21) 
pp" 
出 此 皮 积 性 就 得 到 式 (15). 
容 怒 计算 


tla80) =oat2 3 一 
23—] 33 一 1 5:—1 


一 2 一 1 ”3 一 1 ”5 一 ] 二 "49， 
例 4 设 » 足 正 整数 . 求 了 >) 记 . 
ein 
由 $2 定理 2 知 
lw NS 一 工 
< A > 【ac 1 24 天 en), 


当然 ,也 可 以 直接 利用 式 (20) 来 得 到 同样 缚 了 沦 5 留 给 读者 )， 

最 后 要 指出 ,我 们 可 以 不 利用 人 5 推论 3 及 式 419) 而 租 接 用 
避 题 得 第 18 题 来 证 明定 理 2. 详细 论证 留 给 读者 . 

习题 十 一 

1. 设 六 1 是 积 性 国 数 .证明 以 下 的 数论 羡 数 都 是 积 性 的 : 

fi :Frpayly fi ro 7 任 给 的 下 整数 

fiii) Fa 玫 ) ;天 为 络 定 的 整数 ; 

(iv 对 给 定 整数 到 , 定 义 
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1 各 ， Cr 1、 
if'0n), 《za 下 1 一] 
tv 对 将 定 粘 烙 惧 ,证 冯 太一 7 这 单 访 一 站 疝 ， 
Cr 是: 老 素 数 户 | 天 :出 必 有 疡 乓 
2， 行 (nz) 正 租 性 国 数 . 则 
BC 一 TCF]). 
3. 茶 不 恒 次 要 的 各 性 靖 数 An 在 = 一 一 1 有 定 浆 , 则 ff( 一 1) 


4 一 


141， 二 束 是 给 年 的 止 整数 ,入 交 正 整 数 集 合 上 的 图 糙 
人 1， 天 直 各 次 刘 数 ; 
feo 其 他 . = 


证 明 ，Peta3 基 可 性 的 , 且 仅 当天 一 1 时 大 完全 积 性 的 . 此 外 ， 
Poetry [Ln] Lm (nn). 
35， 设 记 是 给 定 的 下 刺 数 .定义 正 各 灼 集合 上 的 淫 数 
11， 半 无 大 了 1 的 碌 次 方 其 数 : 
10， 其 他 ， 
证 明 : 名 so 是 积 公 :的 , 且 仅 当 关 一 1 时 是 完全 积 性 的 . 

和， 设 了 是 给 定 的 正 吾 数 . 以 ma 天下 上 上 昔 数 了 表 为 上 个 止 野 
数 di ,daod; 的 籽 相 的 不 同 的 表 法 个 数 , 例如 ,tn 二 1 ,Ty(n) 
一 rt 让 时 :ra 居 可 性 图 数 , 且 汝 72 时 不 是 守 全 积 件 的 , 这 
六 cin) 的 表示 式 ， 

7， 设 7 和 胡 给 定 的 让 整数 .内 71) 表示 以 下 表 法 的 个 数 : 一 
dd 一 17 尖 jd 为 下 整数 . 证明; sr (nn) 是 积 性 也 数 , 是 
当空 2 于 不 是 完全 各 性 的 :- 试 求 熙 (00 的 胡 示 趟 ， 

38，at 是 奇数 的 充 野 杀 件 是 m 一 太 虹 2R 

9. 说: 是 实数 ,ea ke) 一 之 ,dd 证 明 ; gtn) 二 ng_id7). 并 求 


cg) 由 计算 :会 式 . 
10， 一 个 正 蛛 数 六 称 为 是 完全 数 . 如 时 zf 一 2 起 求 出 最 
已 之 


人 (51 一 


小 的 而 个 冠 侍 数 、. 

11. 止 整数 m 是 完全 数 的 充 要 茶 件 是 ,1/4 一 2. 

12. 整数 部 站 素数 的 充 要 茶 件 时 gtn) 二 十 1， 

13. 者 天 一 蚌 素数 , 则 关 区 2 11) 足 完 全 数 . 

4， 攻 5tn) 一 npn 一 上 二 2n 有 nn; 则 nr 是 来 数 . 

15.， 车 2 站 征 冠 全数， 则 天 一 天- 人 22 一 1 天 一 1 是 素数 . 

16.， 苦 奇 数 六 是 完全 数 , 则 必 有 m= 一 pp"? 其 中 必 的 鲈 十 1 
形式 的 系数 ,p11 训 . 

17. 证 时 :人 SrcD={3ra))，; 


| 呈 


C1) Tin) Or 1 ,tf22 ,rn) 由 第 6 题 给 出 . 


18， 没 oo) 是 积 人 函数， si 是 给 定 的 止 整数 ,证 明 : 天 rm) 
一 > Fe) 是 a 的 积 性 函数 . 
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3 12 Mibius 萎 数 u(n) ,Eratosthenes 信 法 


于 证 煌 引进 一 个 二 分 重要 的 数论 二 数 Mobius 鸭 数 p01)， 
利用 它 东 外 由 一代 计 算 xtr) 的 有 雍 算 法 ， 
Lpbius 国 数 Dry 定 多 什么 上 ， 


1 1 ， 月 一 上 ， 
0 是 商 商 不 同 的 去 数 ， (1 
四 其 他 ， 
由 室 艾 谤 即 稚 出 
下] C2) 
下 { 和 3 


所 了 Ata) 是 各 虱 郴 效 : 儿 不 证 苑 全 积 性 的 ， 

引 理 1 浊 呈 电 正 阁 雪 .我们 有 有 

ro | 【二 
证 市 S11l 宇 浊 2 知 了 0 入 科 注 的 7017 一 ly 术 村 杀 数 户 
下 

这 就 证 是 沂 红 的 靖 论 . 和 

利 遇 引 理 ] | -个 一般 方法 ; 对 给 定 的 有 限 吾 数 择 列 
二 及 整数 民 , 贡 条 应 到 习 中 所 有 与 久 既 约 的 穆 数 个 数 . 

定理 2 绒 也 站 人 定 的 有 限 束 数 序 判 ,天 呈 给 定 的 正 炉 
数 ,开设 A 表 上 4 中 被 正 上 整数 忆 回 除 的 所 有 整数 租 上 成 的 学 | 王 列 ， 
pesp: 是 下 的 所 有 的 不 同 的 案 因 数 , 碎 卜 ' As| 表 放 列 1 中 的 
晕 获 个 数 , 于 么 .于 施 寺中 所 有 有 与 天 妖 纪 负数 由 广 数 


SR 天) 一 人 六 1 一 、 > dd) | .241|. (5) 
| 避 点 
1 上 一 1 


3.1 


证 由 引 理 1 知 
SUA 天 ?一 之/ DS pT ed ol 
口 :上 大 | 


pr 1 上] 


一 > a) Al. 


这 就 证 明了 式 (5) .证 毕 . 
在 定理 2 中 取 序 列 如 为 所 有 不 超过 实数 (2) 的 正 整 效 : 
2 ,rk 为 不 超过 yy( 计 2) 的 所 有 素数 时 滋 积 ; 
ry)= | 1- C6) 
理 设 加 (x ,wy) 表 未 不 超过 x 强 其 素 因 数 均 太 村 ww 的 频 灼 数 的 个 
效 . 注 意 到 这 时 12 一 [zc 我 们 就 有 


1 Briy) = SCA:KR) = > 1- >) pa)l 3 | 


i 可 上 Cn 
pcd 、 
-+ > a) 等 ，. C7) 
od Hi se 和 | . 


路 $11 定理 2 知 > a) ‘是 积 性 峭 数 ,由 此 及 


和 人 = < 一- 
> 一 1 一方， 素数 ,>>1 


p 
就 得 到 < 下 面 的 连 乘 n 的 不 同 的 素 内 数 求 积 ) 
> ‘4 2 [1 1 一 过 | ， A>1. (8) 
所 以 有 
Dr,y) = Ll 1 -一 1 一 ee (9) 


其 中 连 蒋 导 表 示 对 所 有 不 超过 > 0 家 : 数 求 积 ， 由 2 推 沦 6 知 
PrN Tn rv r). 

综合 以 上 过 论 就 证 明了 : 尘 xz 宇 1 时， 、 

a(x) A rz 一 1 十 >， pad)| 互 | (10) 


好 | 一 1 
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x lt [| 1 一 一 全) we 0 
pe JE 

式 (100( 惑 式 (11)) 实 际 上 就 尾 以 公式 的 形式 从 数 直上 描述 $2 
所 介绍 的 寻找 素数 的 方法 。 Eratosthenes 第 法 . * 
电量 已 期 不 超过 ~/AYr 的 爹 体 泰 数 , 式 (1 就 输出 本 求 xxCz) 的 -… 个 
在 将 算 法 . 通 管 把 定 旭 2 称 为 Eratosthenes 得 法 . 

例 1 求 不 超过 100 日 与 2.3,5 的 互 素 的 小 刺 数 的 个 数 . 

在 定 下 2 中 有限 4 一 11.2.…- 
人 疝 个 数 等 于 


SCANKI= Ppa) NA 


1007, 玉 一 2 .3:5 一 330. 时 要 冰 


=||— 1 二 |? A 二 1A: 
十 | A: 3 一 |.Aye: 
一 100 - (50 十 33 十 20) 十 (C16 一 10 十 67 一 3 一 26. 
例 2 求 不 起 过 100 的 素数 个 数 到 100)， 
不 超过 “100 一 10 的 素数 为 2,3,5,7,x(10) 二 4. 在 式 (10) 趾 
取 工 一 100,PII0O) 一 2 3 5 "7 一 210, 得 到 


100 
rt1007 一 xf107 一 1 al | 


OO To 1 Oo ] 0 
—4—14100- | [+ [i+ - | | | 

00 1ou ] 可 OQ 矿工 如 100 7 
二 | 二 
人 199 | 
5 
加 il 100 Ht 100 HH 100 | 100 | 

[2.3.5 P33" YJ 2 7 Laro* ?J 


上 100 7 
23。5。7J 
一 4 一 1 十 100 一 5650 十 33 十 20 十 14) 
一 (6 十 10 十 7 十 6 十 4 二 2) -- (3 十 2 十 1 十 0) 一 0 
=—25. 
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这 与 和 2 得 得 阿 颖 果 相 癌 ， 
洁 题 十 二 
1 求 Ct 拉 性 :一 200,500,900,1000. 


2 术 以 下 备 咎 本 (7; 0) 的 值 ; fi x 一 400, vy 一 3.5,7,11; 
ti) 1000, v= 5 711, 17, 29， 于 引 较 ， 有 【YY 和 


=[TT 三 | 的 大 小 Cr,y 取 (),( 记 中 的 值 ) 


3. 让 明和 DD 一 jG0) 王 |pfn) ,这 里 求 和 号 此 示 对 所 有 
Hn 
满 中 A? 的 正 整 数 4 求 科 . 
4. 让 明 : C0 (一 22,w() 表 二 的 不 同 的 素 国 数 的 个 
数 .wc1):-=0: 
(ii ) rd ) 
5. 证 站 是 给 定 的 咎 整数, 证明: 
10， 短 站 在 站 全 1 全 |; 
= 
, 11 其他， 
这 里 求 和 寻 表示 对 所 有 满足 a*ja 的 正 整 数 芝 求 和 ， 
6. 求 mtd)olad) 的 值 . 
7， 虚 天仙 是 积 性 师 数 .证 明 : 
(i) SA Td — fp)):; 
(ii) DA (CAI FCA) — | [a ~ /Ap)). 


其 中 连 篆 号 -表示 对 71 的 所 有 不 | 司 的 素 因 数 求 积 . 

8 证明; ptD| |=L 

9. 求 > ytdylnd. 并 证 明 ; 当 w%w 有 和 多 于 1 个 不 同 的 案 因 数 
时 ,和 和 式 - 等 于 志 ， 
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3 13 Euler 到 数 pGCm) (A) 


也 于 (后 既 约 ) 是 数论 中 最 基本 、 琶 刘 要 的 医 作 之 一 .给 定 正 阔 
数 到 ,讨论 与 避 未 的 整数 集 分 当然 是 一 个 重要 问题 , 且 见 ,为 此 
只 需 考 虚 在 正 整数 集合 站 .2,…… i 条 点 于 素 的 和 毛 数 ( 汶 什么 ). 
本 调 将 讨论 这 样 -个 问题 ; 其 中 与 m 互 率 的 数 有 和 宗 演 个 ? 我 们 将 
用 SI2 的 希 法 5 和 定理 2) 米 解决 这 一 问题 ,本 竹 所 证 明 的 定理 工 坦 
3$ 17 和 和 821 中 要 用 同 余 理论 给 出 不 同 的 证 明 . 

Euler 因数 pm 设 mm 是 丘 整 数 ,1,2.e 呈 ym 中行 pr 上 二 素 的 
数 的 个 数 记 作 gtpa0), 称 为 Euler 咕 数 . 

由 定义 容易 邹 出 : 

和 一 人 2 Pam2, 4 一 过 
人 一 4 PB)—=2. 人 一， glB) =, 

设 记 为 案 数 ,mm 一 pte 宇 1). 因 为 1,2, 司 rp 中 与 p' 不 王 素 的 数 号 
是 那些 被 p 状 除 的 数 . 即 产 ,2 疡 ,3 六 共产 个 ,于 此 有 


PPI pp lp (1p). (C1) 
定理 1 9 是 积 伞 图 数 . p01) 一 ]; 友 
zt) 一 天] [| 1 一 工 |， xm 1. (2) 
pim 1 pA! 


证 六 $12 定理 2 中 取 有 二 {2 1 太一 mm 因此 ,5S (01; 
下 ) 一 O77) , 太 当 dm 时 | A | 一 id 由 $12 式 (5) 得 


P= Dd) —m a £3) 
Th 


由 此 改 和 11 定 理 2,%12 式 (8) 就 推出 全 部 结论 . 证 毕 ， 
由 式 51) 可 以 看 出 gl) 不 是 完全 积 性 的 . 由 式 (3) 推 出 ,除了 
1) 一 gt2) 二 1 盾 , 必 有 
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2 2， m3. 二 
定理 2 设 六 是 正 整 数 . 我 们 有 
Dp) —m. 《5) 
我 们 要 给 出 两 个 证 明 . 
证 明 一 ”由 定理 1 及 811 定 理 2 知 >,9Cd 是 积 性 函数 . 当 
本 | 


mp 时 ;由 式 (1} 知 
> rad)=e) ap) + pp 
由 此 及 积 性 就 推出 式 (5). 证 毕 ， 
证 明 二 ”我 们 来 把 正 整 数 
lsass {Hy 
按 其 和 mm 的 最 大 公约 数 分 类 ,如 和 mm 的 最 大 公约 数 相 同 的 作为 一 
类 . 这样, 在 a 的 正 除 数 4d 和 这 样 的 正 束 数 光 之 问 建 立 了 一 个 一 
一 对 应 关 双 , 邮 对 村 每 个 mm 的 正 除数 4 对 应 于 集合 (6) 中 所 有 和 
2 的 最 大 公约 数 为 过 的 那些 下 整数 组 成 的 子 集 . 显 见 ,mm 的 不 同 
的 正 除 数 对 应 于 不 相交 的 子 集 合 ; 所 以 ,集合 (6) 就 是 所 有 这 种 子 
集 之 并 集 . 我 们 来 求 这 种 子 集 ， 


Cm =d, len. (7) 
设 7 二 dh, 式 (7) 衣 等 价 ]( 利 用 车 4 定理 12) 
hm/d)—=l, lh /d. {BB) 


帮 这 样 的 户 的 个 数 就 是 Via) ,这 也 就 是 满足 式 677? 的 了 的 个 数 ， 
包 而 下 以 上 讨论 知 


mm 一 六 列 呈 | ， (9) 
由 此 及 $2 定理 2 即 得 所 要 结论 .证 华 . 
应 该 指出 的 是 在 证 明 二 中 实际 上 只 用 到 了 plm) 的 定义 而 没 
有 有 用 丈 可 ?的 其 他 性 质 - 人 这 里 用 到 了 初等 数论 中 一 个 极其 重要 的 
论证 方法 ; 把 一 个 整数 集合 (在 这 时 是 由 式 (6) 纵 出 ) 按 共 与 对 一 
个 给 定 的 正 整 煞 天 《在 这 里 是 如 ) 的 最 大 会 约 数 来 分 类 . 此 外 ,由 式 
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7) 桶 定 的 7 组 成 的 于 集 , 道 过 关系 式 7 一 dd 由 式 (8) 就 可 看 让 , 记 
计时 12 ypiid 中 所 有 车 澡 /'q 了 醒 素 的 数 梯 以 同一 个 4 放 
入 到 ,上 车 此 ,实质 上 就 是 把 集合 11,2. ,pw} 分 解 成 了 这 样 的 各 个 
六 守 合 之 相 ,4 坡 模 ww 的 全 体 正 除 数 . 式 (9) 就 是 到 而 了 这 一 洋 
系 . 例如, 取 训 一 12, 止 除数 届 二 1,2,3,4,6, 这 种 分 能 风 表 1. 


习题 十 三 


1. 让 明 ， 6 上 业 有 无 寄 儿 个 正 税 数 .使 得 31 win); 

(Ci 对 任 一 正 利 数 z 关 3, 必 有 盛 穷 多 个 正 整 数 使 得 
A pn2. 

2， 对 络 定 的 止 整 数 才 ,公有 有 限 客 个 关 便 得 gln) 一 不 . 

3， 证 刚 ， 避 (pre 一 (CpGoCL |] 

C1 lpn CR RET EC OD; 

CD Cm HH, 则 有 gm > nn). 

4， 求人 最 小 正 整 数 衣 ,使 得 gtm) 一 无 解 ; 愉 有 岗 个 解 ; 愉 有 一 
个 解 : 愉 有 册 个 解 ( 一 个 没有 和 解决 的 铺 急 是 ; 木 人 存 体 下 整数 天 :使 得 
g00) 一 二 恰 厂 一 个 解 ). 

5 求 pCn) 二 24 的 全 部 正 整 数 >. 

6， 设 1 全 1,， 7 在 示 不 超过 半 日 与 于 婚约 的 所 有 正 整 数 之 
和 和, 证明; 项) 一 On); 则 jm 一 n. 

7, 证 明 : 若 # 产 1;.9020) 一 mn), 则 惧 有 = 二 2,214 2x. 

已 局 


8， CY 得 开 na 证明: > 1—gtrn/E). 
已 一 ] 
Tl 一 下 


Ci) 设 了 0n}) 是 一 数论 二 数 , 证 明 :; 


2 (a ,2)) = 2 piniay. 


Ciiiy 证明: > Cam dn) = pn). 
#1 
8， 证 明 :， pn? 二 > En, 
w 一] 
1 本 .由 1 一 
10， 以 Fa 天 上 满足 : ld 和 nd 一 (td 二 1,n) 二 1 的 4 


的 个 数 .证 明 : fo 是 积 性 函数 ,月 fx) 一 x] ] 1 一 全 |、 
pn 
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8S 14 Mibius 变换 及 其 反 转 公式 


作 前 面 几 节 中 多 沈 讨 论 了 这 样 的 问题 , 由 给 定 的 数论 函数 
FenE ND ,来 构 生 一 个 半 的 数论 函数 


FOD= > fad, nEN. (1) 
计 


i! 人 『 厂 证 锭 或 上 在 过 和 下 的 一般 方法 ,村 别 当 (xn) 
让 下 [性 孙 数 时 .这 各 太 性 容 蕊 计 竺 的 , 式 (1) 居 大 于 数 沦 函数 的 一 
于 让 py 我 们 拒 产 t) 称 为 壕 了 G200) 的 Mibius 变换 ,而 把 (xn) 
的 M6bius 这 变换 . 本 节 要 讨论 这 种 变 氨 的 基本 性 质 . 
定理 1 没入 (0) 丰 定 区 在 NN 上 的 数论 子 数 .那么 , 式 

C0) 碟 下 的 充 要 茶 件 是 

f= DF 于 1， nmE AN (2 ) 

证 ”必要 性 ”假设 式 () 成 并 .和 扎 们 丰 

Sgta)F 二 | 一 之 CD) 之 ,7 
可 * i 

一 他 70 之 ， Pet 一 天 (2) ， 


可 Ho 


氛 片 : 步 用 到 了 12 3 型 1: 所 以 趟 (2 成 辽 
充分 性 ”假设 式 (2) 成 立 . 我 们 有 


SDD DF | 


hl 


、 iad 
-DD DF 


了 | 二 


DT 2D Fk) 


El 


DFE) SD Fn), 


EE 


好 式 (1) 战 证 ,最 后 步 也 用 到 了 12 引 理 1. 证 毕 ， 
8 13 的 式 557 和 忒 (3 下 是 在 定理 上 中 取 了 (p 一 六 (93 (2 
二 nn 的 特例 , 定理 1 表明 .给 定 正人, 必 在 在 啡 :的 Mabins 玫 宰 
换 Fo , 且 Fo 由 式 (2) 给 二 .11 定理 2 书 经 证 明 ; 苟 7 是 
信任 国生 则 它 的 Mabius 变 搞 尼 (a) 一 定 也 是 税 性 四 数 - 反 过 求 
是 和 否 对 呢 ? 回答 是 肯定 的 . 我 们 米 让 明 -个 更 一 般 鸭 结论 . 
定理 2 设 h0n) ,gt1) 是 定义 站 NN 直 的 积 性 凑 数 , 奢 么 
HOD= Dladel TI, n€EN. 1 4) 


al 


世 征 各 性 限 数 . 
证 由 0 一 g 61) 一 ] 知 TD 一 下 ] 一 pp 各 
¢ 利 H] S11 式 (1 及 积 性 ， 


Ho > Sr -pr gp pr") 


= | Dap gp Bacpr gp ,| 


=H(pl) I p.). 
由 此 ,从 $11 定理 1 就 推出 丧 (n}) 是 积 性 的 . 还 毕 . 
推论 3 设 请 i) 证 2) 的 Mobius 本 换 . 那么 ,Fo 是 和 入: 
牛 数 的 充 要 茶 件 是 天 ) 世 天 各 性 吨 数 . 
证 ” 必 些 性 就 是 8&811 定理 2( 省 实 上 到 gtn) 二 1, 这 暴 的 定 邢 
9 


2 就 是 $ 11 的 定理 2). 

充分 性 已 知 忆 ta 是 积 性 的 .在 定理 2 中 取 产 (aa) 一 关 (z)， 
#0 一 天 (nn) ,由 定理 1 知 , 这 时 三 tx) 一 了 m0) ;因此 ,了 (nx) 是 积 性 
的 . 证 毕 . 

数论 洱 数 (不 一 定 是 积 性 的 htn),g (02), 碳 (x) 蔡 满足 式 (3)， 
刚 称 下) 为 O27) 和 gC) 的 Dirichlet 郑 积 . 记 作 

Hhx*g, 
大 :六 卷 积 有 许多 有 趣 的 性 质 , 这 将 安排 在 习题 中 . 显 见 式 (3) 中 的 
机 式 世 可 表 为 
Bacal |— > g(a) = She), 


二 


最 后 .7 个 求 和 号 表 “对 所 在 滑 世 天 一 培 的 不 同 的 正 整 数 对 1 
求 和 
例 1 求 Liouville 薄 数 itn) 的 Ni5bius 变换 . 
解 
人 Ka 一 (一 1 十 (一 1 十 … 十 (一 1 一 


Aip 


由 王 芒 148) 是 积 性 函数 得 


11，21a; 
10, 21 妆 ， 


_11， n 是 完全 平方 ; 
> ad) 10 .其 他 


也 | 上 
例 2 求 pCn) eon) 的 Mabius 变换 . 
解 
2 (dy /ea) =it1 pom = -1 p). 
四 此 及 ye sy), ‘tn) 是 积 性 旺 数 得 
Sa gd = T1011/ =n /pn). 
| 产 日 
例 3 沐 只 (的 MObius 恋 失 (1 
解 ” 200) 不 是 积 性 函数 . 只 能 利用 $11 式 (19) 计 算 , 下 (1) 二 
0,1 n=pr" pr HH, 
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Fan) = 2 Ap pr) 


| 一 0 E 二 站 


一 Det ete) 


F] 一 尼 # 一 


= aat1)" :Kar 二 1) 十 … 十 - a Ctl) (or 十 二 


= rn). 
例 4 求 记 (nn) 一 n' 的 M5bius 逆 变 换 fCn). 
解 x 是 积 性 的 ;由 式 {2) 得 
p=p"— pvp" (1— py). 
因此 有 
fn "| Jo» ). 
全 5 求 Fw} 一 gin}) 的 Mobius 逆 灰 换 . 
解 ”gln}) 是 积 性 的 ,由 式 (2) 得 
PY pp )— Pp" 1) = [0 A ey 
因此 丰 
flr=n [Ti -地 | IT! 1 一 方 | . 
phn Pe 
全 5 求 记 (tn) 二 ln7 的 M5bius 竟 变 换 ACcn). 
解 ”和 同 式 (2) 及 $12 引 理 1 得 


Atn) = >jrtdyin 区 一 In 人 > 一 > taDlnad 
对 | 上 


ile 


= - >nulad nd. (4) 


aln 


国 此 ,A01) 二 0; 以 及 当 1 二 nn 二 p72 pr 时 


A =— > De pp nC pr pr') 


e | 二 中 r=C 


] 
> Deinp te lnp,) 
=0 


此 


1 
一 一 之 人 
一 一 (lnp.) | >, 昌 志 和 和 > ,el f 四 1 935 十 …… 十 er | 四 
| 一 部 


FJ] 


1 1 
一 (nz De — 1)t"), 


ol= ee=0 
容声 计算 
1 1 一 1， rl: 
| 
之 A 0D, rl1. 
[可 进 
ln 站 一 疡 ， -之 1 
400=| 7 "Pe Cb) 
0， 其 他 ， 


这 是 一 个 十 分 重要 的 数论 函数 ,在 素数 分 布 理 论 中 起 重要 作用 , 通 
前 称 为 Mangoldt 加 数 , 它 满足 式 (4) 太 


DS Al =Inn, n€EN, (6) 
好 | 
习题 十 


1， 证 朋 ; Fn 的 NMSbius 空挡 有 的 Mabius 恶搞 为 
> Frensad). 
六 1 


2. 证 明 : Qf20) 一 站 4(0) ,Qt0) 同 习题 十 一 第 5 题 . 
过 


3 装 | tn) | 的 Ni5bius 变换 及 Mabius 道 变 摘 . 
4. 求 Pagaif 几 可 是 十 一 第 4 题 ? 的 Mobius 变换 及 Moebius 
道 变 换 . 证 明 ; Pa 的 Mabius 道 变换 是 4(n)， 
5 并 Qn)( 风 习题 十 一 第 5 题 ) 的 Mabius 变换 及 Mabius 
56. 设 记 是 给 定 的 正 整 数 , 以 R(tn) 表 满足 以 下 条 件 的 数组 
{ddaervr vd 的 个 数 ， 
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ld nn 及 (二 
《 旺 用 ,区 6) 一 呈 1) 证明 : 
CD C0 的 Mabius 变换 是 n*( 用 两 种 不 同 的 证 法 ); 
GD gyn TTi1 一 去 |). 
Fa pp: 
7. 设 SiG) 一 n> 57 (n=n >) 
1 1 了 于 
《rm 一 上 
(i) 证 明 SY Cn) 的 M5bius 变换 是 Sitn}) (用 两 种 方法 证 ); 
(11» 求 5S” CR) SS (Cn) 的 值 . 
8 设 htn) 直 完全 积 性 薄 数 ,mn) 及 (nn) 是 两 个 数论 声 数 . 
证 明 : 天 (一 人 FIACayeD) 成 立 的 充 归 条 件 是 
-| 
f= > pd)IF n/a h(a). 


AT 

以 下 第 9 一 17 题 是 关于 Dirichlet 郑 积 的 习题 ,UT 了 ,Er 
0 分 别 表 示 数 论 园 数 U(n) 尘 1 了 Cn) 一 [1/n]yp(tn),ECn) 一 hn， 
加 

9. 设 万 , 户 , 访 是 数论 函数 .证 明 : 

(DD) 六 fos fe fs 

CD Cf Fo) x fs CF fa); 

Cy 下 十 "后 表示 畏 
数 的 加 法 ; 

Cv) A * T= A. 

10. 证明: (DD gx US=i;() rr 一 区 Ui) og—=px Ey(liv) o 
= x Etv} opprritviD ox mp— Ex Ftviiy ri x fr pg. 

11. 设 ff 是 数论 孙 数 ,A 了 (1) 关 0. 证 明 ;: 必 有 了 唯 - -的 一 个 数论 
函数 g 使 得 六 xg 一 我 们 称 g 是 下 的 Dirichlet 道 , 记 作 六 !. 证 
H 朋 : 

(一 CF Ff) = * (fy!), 

12. 在 了 是 积 性 画 数 , 则 广 : 志 是 积 性 函数 ， 
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13. 设 上 二 fx*g. 证 明 ; 若 疡 和 & 都 是 积 性 的 , 刚 /也 是 积 性 
的 . 

14. 和 证明: 0G) 1 一 ;G7 r 一 mx pg; ii) 求 天 Civ) 求 
gl, tv) 求 Liouville 晒 数 14 的 赣 . 

15. 设 是 积 性 函数 , 证明: f 旦 完全 积 性 的 介 要 条 件 是 对 每 
个 素数 pp 太 所 有 整数 t=2 有 1p 一 0. 

16. 设 f 是 完全 积 性 孙 数 ,g 是 一 个 数论 冰 数 ,g(1) 关 0. 证 
明 : G7) Cfe) 一 下 if FF =pf. 

17. 设 子 是 积 性 函数 .证 时 : 了 是 完全 积 性 的 充 要 菜 件 征 上 题 
中 的 Ci 成 立 ， 

18， 风 下 号 几 个 推广 形式 的 Mebius 友 转 公式, 它们 可 以 直接 
验证 ,也 可 以 利用 (0) 一 [1w] 来 导出 . 

(1) 设 工 半 1, 民 是 给 定 正 再 数 . 再 设 lS lk 广 明 ， 
Fin)= > f co 成 立 的 充 要 杀 件 是 f= D> utd/ Pa). 


如 | 丘 < 


| | 
学 变数 工 的 国 数 .证 明 :， tr) 一 >, afedzr) 成 立 的 乞 要 革 件 是 


1 :Tr | 


alr) 一 让， yq)B(dx) ,这 里 4 是 整 变数 


ld ry /2 
CiiD 设 aCry.Pic) 丰 定义 在 Xx 宇 1 上 的 了 旺 数 , 证明 :; BCr) 一 
D>) xzye) 成 立 的 充 要 条 件 是 (z) 一 之 pCd)BLeid), 这 电 4d 


1s5c 人 Le 
是 整 变数 . 
19. 设 x 宇 1; 殉 (x 二 之 ,AGm). 证 肯 : (i) 


ME 


Yr/ =—lnt[xz! 


(ii) 更 Cr) 一 Soon zx/n]!). 


《ii 设 上 上 至 数 1 证 曲 ， 
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(Corn)! 
Crt1 


Vi2ni— Yn)ln (2n), 
《iv 设 工 宇 2, 证明: 


了 1n2| rTP LAn2) zx. 


这 是 Chebyshev 不 等 式 { 3 10 定理 1 式 (1)) 的 男 一 形式 . 
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$15 同 余 


定 半 1{ 同 余 ;} 设 训 天 0. 苦 yija 一 5; 即 a 一 二 R99; 则 称 a 同 
余 于 b 模 mm,& 是 a 对 模 mm 的 剩 祭 , 记 作 
=p(mod m).; C1 
不 然 ,出 称 a 不 同宗 于 5 模 束 ,8 不 是 a 对 模 i 的 剩余 . 沁 作 
Ahmod p11, 
关系 式 (1) 称 为 模 mm 的 同 余 式 .或 简称 同 余 式 . 
由 习 - | 一 万 等 价 于 一 ma 一 :所 以 国人 鲜 式 员 ) 千 从 于 
a—ptimod tt 1m)). 
外 此 :以 后 总 假定 模 光宇 1 在 同 余 式 人 (17 中 ,上 上 二 6 之 p71, 则 称 上 是 
a 对 模 m 的 最 小 非 负 剩 余 ; 若 1 所 5 之 避 , 则 称 b 是 a 对 模 吉 的 最 小 
正 梨 全 ; 若 一 p12 ( 式 -2 各 p27): 则 太 5 是 a 对 楼 
za 的 绝对 最 小 剩余 
这样 ,oie 就 可 记 为 a 二 0(mod p10 :Tl .用 有 的 健 数 串 表 六 
a 三 0(mod 20, 站 于 奇数 e 满 中 2a 一 1 :所 以 :所 和 的 有 有 数 可 专 为 aa 
二 1Cmod 2). 对 给 定 的 5 和 模 吉 .所 有 同 余 十 冲模 9 的 数 束 是 所 
术 数 列 
pn A 一 00, 二 1. 二 2 
定理 1 2 同 作 15 模 和 的 充 要 条 件 是 上 和 请 被 户 队 二 所 得 
的 最 小 非 负 余数 相 年 , 即 在 
站 一 人 1 
站 一 加 
WI >. 一 :>， 
证 条 生 a 一 p= Cg 一 ym 一 rz 国 此 ra 一 下 的 死 
要 条 件 是 训 ! 一 启 : 由 此 及 0 到 ni 一 ry | 过 m 芭 得 7 一 7 证 毕 ， 
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“ 同 余 * 按 其 词 意 来 说 ,就 是 “余数 相同 ”, 定 理 1 正好 说 明了 这 
一 点 . 容易 证 明 ( 留 给 读者 }): a 对 模 mm 的 最 小 非 负 和 刹 余 ,最 小 下 剩 
余 . 及 绝对 最 小 剩余 止 好 分 别 是 被 上 请 除 后 所 得 的 最 小 非 负 余 
数 . 最 小 正 余 数 . 太 绝对 最 小 余数 (网 8$3 定理 2 后). 同 余 式 (1) 就 
是 一 般 的 带 余 数 除 法 

他 一 下 8 十 十 ， (2) 

我 们 知道 . 荷 式 52) 成 开 , 邦 么 在 讨论 -个 4 的 整 系数 和 多项式 
被 m1 去除 的 问题 时 ,#5 与 a 是 一 样 约 ,二 a 可 用 上 5 代替 ,而 其 中 的 
“ 祁 分 商 " 闯 不 起 作用 .同人 余 式 符 号 届 ) 上 是 抓 住 这 .关键 ; 住 .上 
暴 的 际 法 条 式 中 去 挥 了 记 . 悍 留 卫 六 , 突 由] 了 a 与 上 征讨 论 补 mr 整 
除 前 癌 题 申 国 者 虑 机 癌 的 作用 . 应 用 回 余 式 的 符号 在 计 沦 整除 疝 
是 中 , 贿 实 比 应 用 整除 特 把 及 除法 算式 方便 有效, 能 起 到 旧 有 侍 
苇 起 沾 到 的 和 作用. 过 将 什 以 后 的 讨论 中 及 与 以 前 各 这 的 论证 的 比 
轻 中 看 划 i, 海 福全 会 应 用 这 -一 潭 的 件 写 ,首先 要 来 计 论 它 的 基本 性 
怖 :区 有 蚜 隔 人 狼 侍 好 来 表示 上 整除 性 虎 ， 

对 朵 定 的 模 普 : 同 休 .加 你 式 和 和 相等、 等 式 有 以 下 同样 的 性 质 ， 

性 质 上 同 余 是 各 等 价 关 系 , 即 有 

日 及 性 a 二 a (mod mm),， 

对 各 入 二 Binod Pa 一方 Crmod p1), 

信和 递 性 ;a==p(mod za .Pp 二 ctmod p14Seclmod m). 

1 正 由 下 | 人 一 和 一 站 一直 和 | 太一 了 大 站 一 下 
A 推出 这 二 个 性 质 ， 

性 质问 余 式 吕 以 相 加 , 即 可 有 

4amod mr), cdimod m2, {37 
则 
a 1 ep rodtmod my). 

HE 由 ebm lcd ma Ae) CO— 
(一 好 就 证 明了 所 要 结论， 

性 质 了 五 ” 问 余 式 可 以 相 乳 , 即 在 式 (3) 成 并 ; 则 有 
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ac==bd (mod mm). 
证 由 = 二 8 十 吉 ry 一 dd 十 让 arr2 推出 
ac—— ba (bes dk Ri Rm mm, 
这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 
由 拍 质 I ,1 ,下 立即 推出 5 证 时 留 给 该 考 ?: 
性 质 权 设 Cz) 一 a 十 呈 十 aor) 二 B47 二 十 Bw 是 帅 
个 整 系数 多 项 式 , 满 正 
gpj(mod m), Oi. ‘43 
屠 色 , 若 &a 二 ptmod my 出 
fa}=e(h} mod pj. 
通常 我 们 把 满足 笨 件 (4) 的 这 两 个 多 项 式 A(x),g (x) 条 为 多 
项 式 fx}) 同 余 于 和 多项式 g(x} 模 m, 记 和 作 


fir grYCmod my, C5) 
应 该 指出 的 是 , 对 所 有 的 整数 :x 有 
flr tr) mod mm) C6) 


成 立时 ,并 个 一 定 有 式 (5) 成 立 . 例如 ,对 所 有 整数 xz 有 
Ter m 二 1)=0tmod m7 
成 立 : 由 和 4 例 76iiy 知 , 当 癌 一 素数 疡 时 .对 所 有 蚂 数 工 有 
81EDOCmnod p) 
成 并 ,但 是 , 显 扒 有 
Tr 一 ltr 一 mm 十 1) 半 0(mod m)， 
TX 沪 0tmod py. 
对 所 有 整数 x 都 成 立 的 同 余 式 (6) 称 为 是 模 mr 的 恒 等 同 余 式 . 显 
册 , 式 (5) 一 定 尽 恒 等 同 余 式 , 但 上 面 两 例 表 明 反 过 米 并 不 … 定 对 . 
下 面 是 涉及 模 的 两 个 简单 性 质 ， 
性 质 V 设 d 兰 1,d lm. 那么 , 若 同 余 式 (了 成立, 则 
d=p(tmod ei). 
证 这 由 drwm|a 一 5 一 一 dla 一 5 即 得 . 
上 但 之 


性 质 WV 没 4 关 0. 那么 同 余 式 (1) 等 价 于 
da=dp (mod fa lm). 
证 这 由 1a|m|da 一 d6< 二 m|a 一 上 排出 . 
- 般 说 来 ,在 模 不 变 的 和 茶 件 上 下, 回 余 式 两 边 不 能 相约 , 即 由 
了 9da 三 Wbtmod 区) 不 能 推出 必 有 4 寺 5(mod 各 ). 例如: 6 + 3 二 6 
* 8tmod 10) ,但 3 天 8Cmod 10). 
以 二 的 性 质 仅 是 最 简单 的 整除 性 质 (32 定理 1) 用 同 余 符 导 
相 表 示 . 由 进一步 的 整除 性 质 可 得 到 相应 药 同 余 式 的 性 质 , 这 些 性 
质 和 等 式 性 质 不 辣 . 
性 质 订 辣 余 式 
feettmeod m} CF) 
室 价 本 
Qeptmod np Ce ry) ). 
社 别 地 , 当 te ,m2 二 1 时 , 同 余 式 (7) 等 价 丁 
pmord mm}, 
即 同 傈 式 (7 两 和 边 tH 约 去 
证 同 余 式 (7) 即 wr|cta 一 和 ,这 等 价 汪 


Ca— by. 


i 
[esp | ec,my 


由 $1 定理 14 此 Cn/(eymyyc/leywm)) 二 1 知 , 这 等 价 于 


iA. 


Ce rn) 
这 就 让 明了 所 要 的 结论 . 
性 质 亩 闪光 尘 1, (taywm} 一 1; 则 存在 使 得 
altmod m). C82 
我 们 把 < 称 为 是 ea 对 模 严 的 道 , 记 作 21Cmod 0) 或 a-!. 
证 印 人 $4 定理 8 知 ; 他 在 oysyo; 使 得 axj 十 miyo 一 1. 联 cc 二。 
即 满 足下 求 . 
例如 
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au limod 13» 


显 见 .a 对 模 严 的 道 不 是 叭 -的 . 当 c 是 < 对 模 关 的 逆 时 ， 
任 一 二 ctmod z) 也 一 定 古 2 对 模 入 的 道 ;以 肥 由 性 质 守 知 ,ae 对 
模 xm 的 任意 两 个 道 aaycs 必 有 二 cz (mod 严 ) 以 后 我 们 写 
zigmed 区 ) 或 a !' 时 是 指 任 一 取 定 的 满足 式 (8) 的 c. 些 外 , 显 见 
ta 1 一 1 下 (Ca 1) a(mod pn). 

性 质 人 让” 辣 余 趟 组 

dmod za) 一 1 2 
阿 时 成 立 的 充 要 杂 件 征 
zfrnod [ma rs |). 

证 由 $4 定理 656 知 ,mrjia--b0 二 1 让) 同时 成 并 的 充 紫 
条 件 是 [wm ,… ,majla 一 Bb. 这 就 是 要 证 的 箔 论 . 

由 于 辣 余 式 有 以 土 这 些 性质 , 特 别 是 有 类 和 似 二 等 式 的 福 硕 使 
得 我 们 在 解 整除 问题 时 ,利用 同 余 符号 比 利 用 整除 社区 要 方便 得 
多 .下面 来 举 几 个 例子 . 

例 1 求 325 写 成 十 进位 数 时 的 个 位 数 ， 

接 题 意 是 要 求 < 满足 

tmod 107 0a 
显然 有 ,3: 寺 9 三 一]1(mod 10);3 王 1tmod 10) 进而 有 3 二 
1rmod 10)., 国 此 ,3 二 3 + 3: 二 9Cmod 10). 所 以 个 位 数 是 9. 
例 2 求 3 信 写成 十 进位 数 时 的 最 上 后卫 位 数 . 
我 们 只 要 求 出 5 洪 足 
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3”°==p(mod 100)， < 99， 
注意 到 100 一 4，25,{4:,25) 一 1. 显然 有 3 二 1 (mod 4)，34 王 
1tmod 5). 注意 到 4 是 最 小 的 方 次 ,由 $4 例 11 知 ,使 3* 寺 
lmod 25) 成 妇 的 dd 从 有 4|d. 因此 计算 ， 
3 816frmnod 25), 3: 二 36 二 1] (mod 257， 
3 “二 86 三 - :9mod 25)， 3 二 一 54 二 一 4(mod ?257， 
37= .24 三 ] (mod 25). 
由 此 有 3 二 1{mod 4 从 性 质 区 推出 3 二 1 (mod 1007， 310 一 
jtmod 1900). 因此 ,3 二 3 。35 寺 三 29 (mod 100). 所 以 ,个 位 
数 为 9, 十 位 数 为 2. 
如 采 不 利用 性 质 41ad .号 要 逐个 计算 3 对 模 25 的 剩余 所 (为 
便 上 计算 六 应 取 绝 对 最 小 剩余 ) ,基体 做 法 如 下 表 ， 


3 4 人 忆 i B 


由 这 里 得 到 的 3" 寺 一 1Cmod 25) 就 推出 3 二 1(mod ?25)， 

例 3 证 明 841122 十 1. 

由 于 数目 很 友 要 直接 用 除法 做 是 很 繁 的 . 利用 同 余 式 就 是 要 
证 2“ 圭一 1(mod 641). 641 中 素 数 , 利 用 性 质 可 逐步 计算 得 : 
2 二 512 寺 -一 129(mod 6d41) ， l=4(—129) 二 125 (mod 641),， 
2"*=4*» 125 三 一 141tmod 641)，215==4( 一 141)==77Cnmod 641), 
2 和 77 和 一 25fmod 6417， 22=16{(—25)=24]1{mod 641), 
2 2。241= 一 - -159(mod 641) .2:4(—159) 二 5 (mod 6417)， 
2 2 + 5 一 1mod 841). 
这 就 证 明 柱 所 要 结论 .本题 也 可 以 通过 计算 2:,21 ,2 对 模 641 的 
剩余 来 算 , 这 时 数 日 上 下 大 些 ， 

例 4 让 明和 不 定 方 程 x 十 2y 一 203 无 解 . 

由 203 一 7。29 知 , 若 有 解 <oyy, 则 必 有 (zsyoy2037 一 1. 显 见 
有 zi 二 一 2yilmod 7). 由 于 (ys7)? 一 1 由 性 据 姬 知 yo 对 模 7 有 道 
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yo ,在 同 余 式 两 边 乘 (ys')? 得 
(Ts35  ) Thy ) 2 yy 
= yy) eCmod 7)., 
但 x 对 模 7 的 剩余 仪 可 能 是 : 0,1, 一 3,2, 不 可 能 是 一 2; 所 以 原 方 
程 无 解 . 
例 s 设 -= 六 1 光 的 素 因 数 邦 大 王浆 证 明 : 对 任 襄 正 整 数 a 
a! eta 而 JE 十 2 十 (一 1 六)， 
证 由 茶 件 知人 Pai 一 1. 由 性 质证 却 怕 对 借阅 有 对 吉 我 
们 有 
Ch tnt hb) ta Cn 5) 
一 cp lab lthb Drtap tn— pe) 
==ab ag Tl te ttn 7) Ctmod rx!). 
上 式 右 端 是 有 个 相 邻 整数 乘积 ,因此 ,由 7 推 沦 3 得 到 
Cp sala btad| tn 1 二 0Ctmod nr!). 
记 于 (5 .21 一 1 由 此 从 性 奈 碳 就 推出 
atatey at tn m1 =0Cmod n!). 
这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 
倒 6 设 训 >n 主 1. 求 最 小 的 吉 十 n 使 得 
1000|1978"—1978", 
问题 就 是 要 求 几 小 的 mr 十 n 使 
1978”"—1978"—0tmod 1000) 9) 
成 立 , 完 来 讨论 使 上 式 成 立 的 m,n 要 满 号 什么 条 件 . 记 衣 一 1 一 x 
式 《97 有 | 
2* 。989"(1978 —1)=0tmod 2 。，3 
由 性 质 谋 , 太 知 , 它 综 价 于 
| 2" 王 人 frnod 23), C10) 
(1978:—1=0C(mod 53)， (11) 
由 (0) 知 n 实 3. 下 面 来 求 使 (11) 成 立 的 二 先 求 使 
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1978 1 二 0(mod 5) 
成 立 的 最 小 的 上 记 作 本 .由 于 
1978 汪 3tmod 5). 
所 以 中 一 4. 再 求 使 
1978" 一 1] 法 0(tmod 537 
成 并 的 最 小 的 天 . 记 作 ds. 由 $4 例 11 知 4|4;,, 注 意 到 
1978 寺 3(mod 5*)， 
由 例 2 的 计算 知 ,a; 一 20. 最后 求 使 
1978*—1 寺 0Q (mod 5:} 
成 立 的 最 小 的 庆 , 记 作 a;. 由 $4 和合 11 知 20|a;. 注意 到 
1978=—22(maod 5*}, 
(. -22)"==(25—3)” =3" 二 (243)* 
三 7* 二 {50—1): 二 26 (mod 5:). 
通过 计算 得 
1978" 26(mod 57) ,1978" 二 (25 二 1} 二 51 (mod 537， 
1978 二 (25 十 1) (50 十 1) 寺 76 (mod 53) ， 
1978" 二 (50 二 1) 二 101(mod 5:})， 
1978'™" 寺 (100 十 1) (25 十 1) 寺 1 {mod 53)， 
国 此 ,4 二 100, 所 以 中 84 例 11 知 必 有 1o001, 最 小 的 有 一 100. 由 
此 推出 为 合式 6107 和 (11)?, 即 式 (9) 成 立 的 之 要 某 件 是 
-3 100|mm—n. 
所 以 , 藤 小 的 天 + 一 (一 za 十 2 一 106. 
培 题 十 五 
1 判断 以 下 结论 是 和 理 成 立 , 对 的 给 以 证 明 , 错 的 举 出 反倒. 
ti) 若 a 三 5 Cmod 1 成 六 , 则 a 三 b(mod m). 
ti 车 a 二 PCmod mn) 则 二 p Cmod nD) 或 4 二 一 plimod oa) 至 
少 有 一 个 成 江 ， 
Ci) 和 菩 a mod m) ,WM a = Cmod zn: Y. 
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fivy 若 a 三 sp{mod 2) , 则 a: 二 (mod 2 )， 

(v) 设 p 是 奇 素数 ,pt a, 那么 ,a 二 Pr(mod 思 ) 成 并 的 充 要 条 
件 是 4 寺 #Cmod 或 4 二 一 pCmod 户 ) 和 有 有 月 仪 有 ~- 式 成 站. 

Cviy 设 ray mm 一 1 大 芝 1. 那么 ,从 全 三 上 天 (mod 1 
smod pz 可 时 成 谤 可 推 山 a 二 btmod nmi). 

2. 当 正 整数 mx 满足 付 么 条 件 时 ， 

13 十 2 站 二 十 fo 一 1 十 jsOCmod 2 ) 
- 定 成 并 (不 去 计算 硅 币 的 各 式 )， 

3 设 素 数 pa 全 1. 证 明 ; 二 an tmod 5 成 也 的 充 要 茶 件 
ntmod 六 了 吃 Hdltmod p*). 

4，(i 求 2 对 模 10 的 最 小 韭 负 测 余 ;Gi) 求 2” 的 十 进位 
其 未 中 的 最 后 两 位 数字 ;Gii) 求 9 及 9” 的 十 进位 表示 中 的 最 后 
两 位 数字 ;Giv) 求 (13481”- 77) 世 被 111 除 后 所 得 的 最 小 非 负 余 
要 :KKv) 求 2 对 模 190 的 暴 小 韭 久 剩余 ,ss 一 2* ,这 2. 

5. i) 求 3 对 模 7 的 道 :iil 求 13 对 模 10 的 敢 . 

6 设 u :是 a 对 异 关 的 逆 , 证 昌 : 

fi a 二 ctmod ma 成立 的 充 些 荣 件 足 2 一 cctmod m0); 

(3 ap 是 cp 对 模 天 的 赣 , 有 (ap 2 mod m), 特 
别 对 侍 读 下 整数 ,Ca 二 ta "(mod mi). 

7. 证 明 ， 对 人 性 意 整数 ;下 和 面 五 个 同 余 式 中 至 少 有 一 :个 成 站; 
nmod 2),. nmod 3) .nmod 4 一 34tmnod 6 7 
7tmod 12). 

8， 证 明 以 下 不 定 方程 元 稻 : (0 一 2 一 773; 0) xX 一 3y 一 
He ed, 

9, 求 出 所 有 的 正 整数 一 元 组 {a.5;c) ,满足 杀 件 : 

= mod ebmod a ca(mod Py. 
10， 设 记 是 染 数 ,J/(r) 是 秽 杀 数 才 项 式 ， 
站 一 
上 rr 是 整 系 娄 多 项 式 ;的 洪 娄 二 ,证 划 ， 对 了 是 有 吏 狗 
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FDCrgtod 户 )， 
好 这 是 -全 模 户 的 恒 等 同 余 式 ， 

11. 设 户 是 来 数 ,f(zx}) 是 税 系 数 和 名 项 式 . 再 设 由 -pas 两 阿 
对 模 记 不 同 余 ,满足 Fe 一 Drmed zj 证明: 站 让 烷 条 
数 多 再 式 gtx), 使 得 

fOr = ga ra mod p), 
这 蛙 的 符号 同名 15 式 (5), 进击 证 明 


3 一 要 (人 一 1 十 Tonod p), Ca) 
TIT Er p11) (mod p), 《by 
‘pe—1}1 = 一 14mod pys 4 人 
及 六 时， 
> jmod p). Cd) 
ep; 


12. 设 素数 户 守 3. 让 明 ， 


BD (po! Po) 


2 
] 5 Cp 1 =0mod pp}, 
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NA 16 同和 余 类 与 剩余 系 


定义 上 同 余 类 (剩余 类 ) 由 S$15 性 质 上 印 , 对 络 定 的 模 六 、 
懂 数 的 问 余 关系 是 一 个 等 价 关系 ,因此 全 体 束 数 可 按 对 模 产 是否 
辣 余 分 为 若 十 个 两 两 不 相交 的 集合 ,使 得 在 辐 :个 集合 中 的 任意 
两 个 数 对 檬 pj “: 定 同 余 . 而 属 上 不同 集合 中 的 聘 个 数 对 模 闫 一 定 
不 同 余 . 每 一 个 这 样 的 集合 称 为 足 异 闫 的 同 余 娄 ,或 模 六 的 贡 佘 
类 . 我 们 以 rmod m 表 r 所 舞 的 权 wi 的 同 余 类 ， 

由 定义 立即 推出 

定理 1 Fmod 二 rr 十 km: AE ZA!,; 

crmod mr 一 s mod ma 的 移 要 某 件 是 rrfoaodqd sn); 

《ii 对 任意 的 7 要么 0d 由 一 mod 夫 , 要 女 rmod mi 与 
smod zw 的 人 交集 为 5: 集 . 

定理 1 表明 加 余 式 就 是 问 余 类 (看 为 一 个 元 素 ) 的 等 式 , 因 
此 ,8 15 中 关于 回 余 式 的 性 质 部 可 表述 为 同 余 类 的 性 质 ， 

定理 2 对 给 定 的 模 产 ,有 月 恰 有 产 个 不 同 的 模 六 的 同 余 
类 ,它们 是 

Dmod ms | mod ps sy Cn — mod m7. (C1) 

证 由 定 理 100) 知 这 号 个 两 两 不 同 的 同 余 类 . 对 每 个 整数 

ax 逢 六 3 定理 ] 知 
rr 

因此 ,由 定理 10) 知 ,aErmod 0, 即 a 必 属 十 (1) 中 的 菜 个 同 余 
类. 证 毕 . 

由 定理 2 及 人 盖子 原理 ($1 定 才 5) 芯 即 推出 : 

定理 3 G) 在任 党 取 定 的 mm 十 1 个 整数 中 , 必 有 两 个 数 对 模 
m 何 余 : 
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0 存在 天 个 数 两 西 对 科 六 不同 余 . 

WE 因为 对 尽 严 共有 产 作 赎 式 5 给 出 的 同人 对 类. 所 以 关上 二 1 
个 数 中 必 有 了 两 个 za 的 盯 余 类 .这 两 个 数 就 对 懂 六 
癌 余 . 这 就 证 明了 5 人 每 个 加 余 类 mod (7 区) 中 取 定 -一 
个 数 盖 帮 代 表 ,i 文江 入 得 到 个 殉职 对 模 不 同人 外 的 数 zy;， 
"ed ,这 就 证 明子 1 1). 

由 定理 3 可 引进 以 上 要 使 : 

定 光 2 完全 剩余 系 ) 一 组 数 3 称 为 是 模 六 的 完全 剩 
余 系 , 旭 素 对 代 意 的 4 有 有 8 公有 :个 有 且 和 对 模 玉 的 铀 余 : 即 2 
避 余 vw 模 各， 

出 定 锋 中»; 的 唯一 性 知 这 ;个 数 一定 是 两 两 对 模 六 不 同 余 . 
由 定型 3 则 : 棉 闫 史 完全 剩余 条 是 人 在 的 ,月 一 天 :以 大 给 定 重 于 
个 数 必 一 组 横 w1 咎 完全 测 余 条 的 充 要 条 件 居 它们 两 两 对 模 mm 术 
同 休 . 玫 实 上 ,一 和 组 模 zx 的 完全 剩余 系 就 是 在 权 wm 的 侠 个 同 休 类 
中 有 弛 定 一 个 数 作为 代表 所 构成 的 一 组 数 ; 曾 对 于 一 组 柜 mr 的 完全 
油 侠 系 ym 


TI DIEO pws ys, Ym MOd pi (C2) 
氏 是 模 六 的 mr 个 两 两 不 同 的 同 余 类 ,以 及 
了 -一 | THCr mn. [3 


完全 剩余 系 的 形式 是 多 种 多 样 的 , 闫 会 在 不 同 的 问题 中 选取 合 
的 迁 金 剩余 系 是 十 分 于 要 的 , 由 定理 2 知 , 对 任意 到 定 的 产 个 糙 
Hr EO ), 

i 站 汪 - 太 < ‘42 
是 模 阅 的 … 弓 完全 剩余 系 , 以 及 对 模 闸 的 任 给 的 : :组 完全 剩余 
对 ,一定 可 以 选取 和 天 站 的 瑟 Cr 过 要) 人 悟 它 出 羽 04)7 表 于 . 一般 
地 ,由 式 人 2) 科 , 当 yj(l 入 7 所 训 ) 导 任 给 的 一 租 模 mr 的 完全 测 全 未 
时 ,对 和 任 取 榴 整数 (1 和 jm)， 

yn ， 人生 

] 


是 模 wx 的 一 组 完全 剩余 系 : 友 过 来 ,对 模 靖 的 任意 组 完全 剩余 
系 ,…- 定 可 以 选取 通 当 的 站 过 六 二 关 ) ,使 它 由 式 (4) 表 出 ,下 而 举 
型 儿 组 常用 的 完 爹 剩余 系 ， 
模 x 的 最 小 非 负 完 全 剩余 系 : 
az 一] 
这 订 和 由 式 (4) 取 率 .一 040 守 rr 之 mm) 得 到 . 
慌 m 的 最 小 正 完全 剩余 系 : 
ly 7. 
这 可 由 式 (4) 取 二 1 一 00] 所 rf 之 1) 得 到 ( 深 序 不 同 ). 
模 mm 的 最 太 非 正 完 全 剩余 系 : 
一 和 一 1 一 
这 可 由 式 人 4) 取 不 一 0 必 一 一 Tssr< 加 得 到 5 次 序 不 同 )， 
模 六 的 最 大 负 完 全 剩余 系 : 
一 my 一 (71 一 一] 
这 可 由 式 (4) 取 角 一 一 1(0 守 rr 之 m) 得 到 . 
模 pw; 的 绝对 最 小 完全 剩余 系 : 
一 (一 1772 0 M21; 
mi Os 2 | 
阿 式 合算 来 可 统一 表 为 : 
-一 [Ta 一 01 一 1572] 一 1. 
这 可 用 式 (4) 肥 名 一 00 之 7 2072) ,一 一]1Cmi2 所 7 之 mm) 得 到 ( 深 
序 椒 同 }. 当 2|m 时 ,也 可 取 为 (如何 宪 式 (4) 中 有 取 角 ?) 
— p22, 
辟 活 应 用 成 (4 ,是 以 得 到 具有 各 种 特殊 性 质 的 完全 剩余 系 . 
例如 . 取 和 一 产 用 二 SS 得到 
《7 十 1， 1 二 7 了 二] 33 
到 请 一 watl 各 jj 入 mya 是 任意 取 定 的 穆 数 ,得 到 
Ean — lv Caem lov (ann | 1 yn. 
显 见 ,任意 两 组 模 m 的 完全 剩余 系 ,它们 各 自 元 泰 之 和 对 模 
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日 一 于 一 十 和 -1 人 2 一] mr 
_ 1196moed m), 21 as (5) 
notmod piy, 2|m. 
定理 4 设 冲 | 居 . 那么 ,对 任意 的 > 有 
Tmod mr mod ri， 
等 恒信 当 识 : 一 mm 时 成 让 .而 精 确 地 洲 , 杀 并 ydsz 丰 模 df 一 
的 一 组 完全 和 镜 侠 系 . 则 


上 > 


“mod mm, = (Jj tr mod m, (6) 
1 
右 迪 和 式 中 的 吕 个 模 闫 的 同 余 类 上 遇 丙 不同. 特别 地 和 
rod rr 二 - [| fr) mod pr, 7) 
i 


证 ”上 要 证 时 式 46) 我 们 把 同 余 类 mod pi 中 的 数据 模 jm 
来 分 类 . 对 rmod m 中 任意 两 个 阁 一 kr sr 一 下 2091， 
nd or) 
成 立 的 从 要 策 件 是 (利用 $1 人 性质 加 )， 
1k tnod od). 
由 此 就 推出 式 (6) 右 过 和 式 中 的 有 2 个 模 mm 的 回 余 类 让 两 两 小 间 
的 , 旦 rmod ma 中 的 任 - 数 rr 一 Ai 必 局 于 其 中 的 一 个 同 余 类 . 芒 
-方面 ,对 任 忘 的 7 了 烩 有 
Cr En) mod nr Crt lian) mod m= mod wa. 
这 就 评 明 了 也 要 的 缚 让 
在 定理 4 中 取 区 一 ] ,yr 一 0; 式 (6) 就 古 式 (3).| 央 此 定理 4 中 
式 (3) 的 推广 . 许 该 指出 ,3 条] 中 讨论 的 集 从 5 就 是 同 余 类 
jmod a. 那里 的 例 1 就 是 定理 2. 定理 4 古色 常用 到 的 ; 道 第 是 用 
以 下 同 余 式 语言 走 述 . 
定理 4 设 w|m. 填 么 ,对 伍 总 的 7; 
nmod m;) 
成 立 的 充 要 杀 件 是 以 下 dd 二 mm 个 同 余 式 有 和 且 仪 有 :个 成 江 : 
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nr nod PDT 

证 nod ?7 若 取 和 一 4, 则 2 三 
Lod 101 一 3fniod 4 任用 必 丰 一 全 成 立 ; 营 孙 2 一 是, Ml] 37 

mod 8) 有 有 旦 必 有 一 个 成 立 , 有 取 站 二 3 对 站 二 
一 Limod 37, 匣 联 训 二 6, 则 三 一 1 或 2Cmod 和 有 寺 从 有 -个 成 
让 车 联 训 一 15; 则 三 一 1,2,5.8,11tmod 153} 和 且 且 必 有 一 个 小 
rs, 

什 进 - 步 讨 论 既 约 同 余 燃 . 既 约 剩余 系 之 前 . 先 来 给 出 一 个 例 
了 ,以 说 时 引进 同 余 类 的 帮 念 中 有 好 处 的 . 

例 1 设 才 ,上 是 中 芝 数 (kn) 一] ,0 二 记 i， 用 说 代 合 A 一 
1 对 集合 对 中 的 每 个 数 庆 涂 于 蓝 色 或 站 色 . 皮 注 
是 以 下 苯 件 ， G 7 入 一 7 要 涂 于 闻 一 种 类 外 ; (i) 尖 jx 时 .i 和 
上 | 要 涂 上 问 一 种 颜色 , 证明; 所 有 的 数 一 定 者 渗 上 问 一 种 颜 
芭 ， 

找 们 了 的 起 法 和 定 把 要 涩 色 的 集合 站 扩 介 到 全 体 芝 数 , 满 起 ， 
(5) 地上 同一 个 模 太 的 问 余 类 中 的 数 涂 相 问 的 颜 鱼 ;(b) 要 保持 
荣 件 6. ii0 域 立 . 这 样 ,为 使 条 件 Gi 成 立 , 必须 泪 呈 :5iiiyD 和 
要 梁 问 :种 颜色 . 这样, 我 们 就 对 全 休整 数 纤 深 在 ,满足 杀 件 (a) 
a 性 质 ， 

」 对 任意 的 j€Z,j 和 一 ;一定 涂 相同 的 颜色 ,因为 忆 和 有 
0 imod nr} 由 (2) 知 7 了 和 1 同人 芭 , 当 i 二 0 时 ,一 jj 一 j 
0Cmod #7 ,所 以 由 (a) 知 了 和 一 了 了 同色; 当 0 之 i 时 ,由 Gi) 知 i 
入 一 7? 间 笃 ,进而 由 ga? 拓 z 各 一 i .一 7 和 和 一 7 同色 ,十 以 ,水 有 5 和 
一 7 四 公 . 
-2 对 任意 的 JEZ 和 十 直 同 全 ,由 属 本 休 一 个 术 上 的 问 余 
关中 的 数 染 同 色 . 国 为 必 有 0 夺 i #2 使 jiimod n) .出 (a) 知 7 和 
i 可 估 ;: 由 {和 (ii} 知 ?和 | 站 | 癌 芭 ,进而 由 (3? 椎 周 | 一 ?站 利 1 
点 同色 ,而 由 ka) 知 :一 上 和 了 一 下 同色 .所 以 了 和 了 -天 同色 .由 此 
到 (1) 推 得 ,ij 和 一 7，， jj- 上 ,jj 十 都 同色 .这 就 证 明了 所 要 结论 . 
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由 5a7y 和 | 2 和 后任 一 了 EZ 瞩 和 了 十 和 十 二 同色 ,这 里 st 是 仁 
意 整 数 . 由 (aa)=-1, 知 必 有 5 名 使 得 sm 十 4 天 二 1, 押 以 :了 和 7 
何人 色 . 这 加 证 明了 所 有 整数 都 涂 同 一 种 颜色 ， 
这 一 解法 比 革 他 科 解 法 要 思路 清晰 、 自然 , 且 看 出 了 这 种 涂 色 
方法 的 实 夺 是 福 时 妆 人 忻 (a) 和 [2]. 
为 引进 婚约 同 余 类 , 既 约 剩余 系 的 概念 , 先 证 明 一 个 定理 ， 
定理 5 模 产 的 一 个 同 杀 类 中 的 任意 两 个 整数 a;,as 与 x 隐 
最 大 会 约 数 相 等 , 即 (Cei m7) 一 《a ,m2). 
证 六 mod pvarErmod wm. 由 定理 1(1) 拓 a; 一 7 十 
Rs 一 1.2. 进 可 由 号 4 证 理 Liv) 得 
Cnr) 一 2 
这 怠 证 明了 所 要 的 结论 . 
定 疼 3 檬 产 的 同人 儿 类 > mod 严 称 为 是 模 产 的 既 约 (或 互 
素 ) 同 余 类 ,如 本 导 :1) 二 1 模 六 的 所 有 了 既 约 同 余 其 的 个 数 记 作 
zf) 通常 称 为 下 nler 吨 数 生 . 
定义 4 组 数 zz 称 为 是 模 澡 的 既 约 (或 互 素 } 剩 余 
柔 , 旭 昌 人 zip 一 1 st 以 及 对 尾 意 的 etaeym 一 1:, 有 日 侈 
有 一 个 zj 是 “对 模 m 的 剩余 , 贱 a 问 余 于 x, 模 以 . 
由 定理 5 戎 :, 王 约 问 余 类 的 定 尽 是 合理 的 , 即 不 会 因为 一 个 右 
付 类 中 的 代表 元 雪 取得 不 同 而 得 到 了 矛盾 的 结论 .由 定义 及 定理 
2 mm rnod mm 和 0mod mr) 立 好 推出 
”mod m, Com) ， 1 {8B) 
BC 罕 于 1.2. 呈 om 中 利 z 并 的 的 束 的 个 数 
由 于 每 个 和 闫 荆 约 的 数 必 属于 其 个 模 六 的 既 药 同 余 区 ,所 以 
出 定理 6 攻 盒 子 原 理 立 有 推出 5 让 明 革 给 读者 ). 
定理 7 “《i) 在 任意 取 定 的 gm) 十 1 个 均 和 天 配 约 的 整数 


届 ”向 定 于:56 知 , 这 种 $13 的 定 疼 是 一 政 的 . 


中 ,心肌 个 数 对 模 同人 鲜 ; 

fii) 存在 gn) 个 数 岗 疝 对 检 zr 不 同 余 垣 鲜 和 ys 拭 约 . 

出 定义 4 中 ,的 玲 一 性 刻 这 1 个 数 一 定 两 两 对 各 mw 不同 余 . 
出 定理 7 了 基 既 约 测 余 系 是 存在 的 ,月 1 一 gm0, 虽 实 上, 模 的 下 
约 番 余 系 就 足 在 横 严 的 每 个 既 芍 问 余 类 中 取 定 一 个 数 作 代表 所 
构成 的 -- 组 数 , 因 此 尼 的 一 般 撒 式 是 : 

rR rl rn, (9) 
其 中 由. 是 任意 取 定 的 整数 :而 对 于 柳 六 的 一 组 钼 约 剩余 条 xi， 
2. mod rir Tam INOd mi, £10) 

了 给 拓 的 2 个 机 机 不 同 的 聊 约 辣 祭 类 ， 

ML 一 1 时 . 寞 1 的 同人 类 只 和 有 :个 :omodiy 它 是 婚约 同 余 类 ， 
地 臣 F017) 一 1.0 或 任 -一 束 数 纺 构成 术 1 和 工 约 剩余 系 .1 二 2 HB ， 
槛 2 的 同人 本 类 丰 两 个 , 0mod 2， 1 mod 2. 有 ] mod 2 足 既 药 回 
从 类 .所 以 gt2) 一 1.1 或 任 - 坷 数 就 构成 民 2 的 狐 约 剩余 系 . 策 4 
的 ] 江 约 加 从 类 尾 : lmod #4.3mod 4 一 2.1.3 是 杭 4 和 组 返 
的 剩 伞 系 . 板 12 的 用 钓 问 全 光 尼 :1maocd ]2.5mod 12.7 mod 12， 
11mod 12.0012) 一 4，1,5,7,1] 是 覆 12 的 一 组 毁约 调 人 要 系 , 当 pr 
一 ,六 应 素数 时 有 下 条 的 结论 ， 

定理 8 设 疡 十 束 数 ,人 1, 再 式 

gp Imp (pe—1), C11) 
及 检 po* 的 既 约 同 余 类 是 : 
Co: Hp) tmod pp’. 1 pp—1，, Op pp 一 -上 Cl2) 

证 出 定理 6 知 ,yp 等 寺 满 足以 下 荣 件 的 7 的 个 数 ， 

lr py (rp)—]. 
由 本 疡 是 素数 . 阿 以 入 
il, p12»:; 
Cp 
ip, plr. 
由 此 及 $4 定理 13 负 ， org) 一 1 的 充 要 茶 伯 站 rz) 一 1 即 
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2 r 内 此 : 红 产 ?就 等 于 ]1， 2 中 不 能 被 p 整除 的 数 的 个 数 . 
由 于 11.2. ,pp 中 能 被 记 熏 除 的 数 有 个 ,所 以 ,gtp') 二 pp 一 
pi ,这 总 征 式 《11 利用 党 余数 除法 易 填 ， 任 :> 满足 1 所 rb， 
万 由 时 区 要 骏 件 引 
了 下 放 一 和 11 一 
这 就 证 遇 了 或 012 证 毕 . 
例如 一 3 时 .p37=3 5 3 一 18: 模 3 的 外 约 同 余 类 是 ， 
tah Od 3 
T13117.19.20,22,.23,25,.26 就 旺 槛 六 
的 一 痊 既 约 泥 余 系 , 如 玉 取 绝对 最 小 泗 余 . 邦 么 , 土 1. 二 2, 一 4， 
一 5 一 7, 士 8. 上 上 9, 二 10 一 11, 1 13 就 足 模 3 的 -组 嵌 约 镜 余 


庶 沪 指 册 隐 是 : 烧 六 的 一 组 完全 剩余 系 让 所 有 和 产 晤 约 的 
过 引 [成 令 六 的 人 既 药 竹 余 系 .这 -点 在 居 i 寺中 有 用 的 . 
此 引 人 纤 盖 毕 定 的 pi 个 和 和 区 始 的 数 . 丰 要 它们 耻 上 是 对 模 天 二 
本 余天 一定 必 模 六 的 婚约 剩 休 系 . 

Euler 阿 数 fo 全 数 论 可 是 十 分 重 些 的 .如 何 玉 它 的 俏 足 普 
先 要 解雇 的 间 题 .上 而 讨论 最 简单 内 情形 ,在 $13 中 从 不 同 的 
炳 上 筷 用 不 河 的 方法 矢 到 了 et 的 竹 质 和 计算 公 冻 ,利用 定理 8， 
人 1 和 821 将 对 这 些 结论 给 吉 不 同 的 证 是. 

厄 后 :给 出 测 余 系 的 两 个 晤 本 全 质 ,它们 是 很 存 用 的 . 

定理 9 (0 深 c 是 任意 物 数 .那么 .zx 裔 历 檬 wp 的 一 组 完全 
简 信 系 时 ,x 十 c 也 明 贞 模 闵 的 一 组 完全 剩余 系 , 也 就 是 说 ，rm 
Tw 证 模 严 的 : 纪 冠 全 王 余 系 的 充 要 茶 件 是 一 er ec 让 模 
ma 的 组 完全 剩余 系 . 

Ci) 访 让 在 任意 鼻 数 .那么 ,yyw 是 模 和 的 一 
红 虎 约 剩余 条 的 充 要 菜 件 是 ww :下 可 ya kgm 十 模 产 的 
一 丝 凤 约 剩余 系 ， 

证 钮 是 显然 的 , 留 给 读者 . 


宇 理 10 全 top 一 1. 挤 双 让 通 厅 棋 站 罗 过 全 1 中 落 了 六 
人 的 
人 亲人 记 改 菜 作 晤 1y 7 


上 : 二 上- re i ~ 1 - 了 af ~ rr 
和 人 和 


证 站 和 
Td pn 1 i) 

以 上 划 和 于 113 和， fp 一] 于 对 和 全 访 7 人 
Ca rp 本) 


对 王 尝 人 节 滞 系 采 这. 定 其 村 = 交 由 此 总 式 537 就 挫 出 末了 于 
守信 类 入 0 ji， 日 为 训 个 数 红 要 两 丙 村 械 wi 不 合 全 一定 呀 
机 有 江 全 夫人 余 系 . 对 平 蚂 芍 到 人 条 来 斋 : 一 8 过目 必 起 
CD 1 就 撞 电 A ee 个 
的 数 , 有 要 曲 岗 对 入 wi 不 同 余 吕 一 定 候 权 9 的 技 约 独 东 条 . 

定理 10 点 明 ;， 人 以 找到 这 冬 的 模 闸 
的 芭 全 和 亚 余 系 机 径 约 到 余 和 条. 亡 们 的 起 条 都 必 避 的 人 全数 :条 部 
(es 时 ,这 是 一 定 不 可 能 的 , 例 旭 .30 31:37 是 模 8 的 
区 全 香 余 系 .133.35 3 7 是 模 有 的 晓 的 剩余 和 .到 aa 一 | 
就 弘一 向 时 遍历 术 za 的 完 全 5 卡 约 ) 利 余 系 - 结合 征 恒 9， 
10 此 式 t4 就 可 得 苔 各 种 形式 的 完全 或 既 约 到 有余 系 ， 

定理 11 这 二 pas 这 ?和 统 术 pi; 的 完全 测 余 
系 (1 Ep Hpi 用 和 革 人 多 测 全 系 . 那 么 zy 一 四 -一 了 
是 模 六 的 完全 剩余 系 , 也 就 是 说 省 rz 分 别 带 启 模 pz, 模 六 
的 完全 剩余 条 昌 间 起 谢 历 模 妆 一 ms 爸 完 全 剩 休 
系 . 

证 ”这 定理 实际 上 是 定 埋 4 的 直 绪 推论 .我 们 下面 给 个 真 
接 广 明 . 这 时 jy 共 有 光一 wom 个 数 , 因 此 只 要 证 明 它 们 两 两 对 模 
x 个 间作 .如 


1 | 二 Ll , 让 “1 5 
tp — 二 Rl : {mod rr ) a £15 2 
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Ll1% 


1 ri 
x x (mod m1), 


由 此 及 xz， 在 同一 个 模 m* 的 完全 剩余 系 中 取 俏 ,所 以 必 有 xz 一 
is 由 此 及 式 (15) 得 
DT i mr mod mn}, 


到 


2 [二] 


Ti 一 ,mod md). 


因而 同 理 有 xz 六 一 加 这 就 证 明了 所 理 的 结论 . 

定理 I1 刻 本 了 玩 全 剩余 系 的 某 种 结构 ,表明 大 模 产 一 z 六 ms 
的 完全 剩余 系 . 可 以 基 种 形式 表 为 两 个 较 小 的 模 mmr;、 模 ms 的 完全 
镜 休 系 的 组 侣 ,日 对 模 不 加 限制 条 件 , 是 很 有 用 的 . 请 读者 用 归纳 
法 把 这 和 定理 排 广 到 站 个 模 的 情形 , 即 证 明 

定理 12 设 六 一 ias…maky 及 

Ee Er 16) 

那么 ， 汪 工人 且 TS 分 别 高 历 模 x， 的 到 下 利信 系 困 ， 遍历 檬 
2 时 元 全 镜 余 系 . 也 就 是 说 ， = < 妆 六 站 是 模 mmr; 的 完全 剩 
信条 (J 时， 


Ti He © pa pi EE 


: 模 zm 的 完全 璋 余 系 . 此 外 , 才 mi 二 
当 让 汕 凡 模 4w 的 既 约 刹 余 系 ,x 让 (2 让 分 别 遍 认 模 的 
“全 到 人 洒 系 时 ,过 历 模 六 的 婚约 到 余 系 ， 

定 塌 12 后 半 部 分 结论 的 证 明 亦 留 给 计 洗 . 

例 2 利用 模 10. 模 199 的 完全 剩余 系 玉 下 示 模 1990 的 完全 
剩余 系 . 

解 Ci} 7 一 zf 十 10z2 当头 调 历 模 10 的 完全 翻 余 系 太 当 

Z 请 内 模 ]99 的 完全 剩余 么 时 池 肖 内 模 1990 的 完全 剩余 系 . 特 
别 地 , 取 1]1 拓 7 有 100sz2198 时 ,zz 取 值 1.2,.…:1990+ 取 
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sh 大 加 


0 0 和 T1198 时 ,zz 取 0;,1,…,1989; 联 一 4 所 x ss5， 
一 99 近 99 时 ,zz 取 值 一 994, 一 993,…- ,995, 妈 取 模 1990 的 绝 
对 最 小 完全 剩余 系 . 

《jy 并 一 并 十 19922 当天 zc 分 绚 遍 历 模 199. 模 10 的 完 
全 剩余 系 时 ,rr 议 沪 模 1990 的 完全 剩余 系 ., 特别 地 , 取 1< 和 zz 到: 
199.0sSTr2<s9 时 ,x 取 值 1,2,…… 1990; 取 0 有 x 198,.0 扩 x 人 
ss9 时 ,了 取 0,1,… .1989; 取 一 198 守 0 一 和 4 入 人 5 轩 , 工 
取 值 一 994 ,一 993.…,995, 即 研 模 1990 的 绝对 最 小 完全 剩余 系 ; 
取 1 之 199 :一 5t24 时 ,也 到 值 一 994 一 993 .995. 

fiiiy x 一 199x 十 10x ,由 于 (199,10) 一 1, 从 定 提 10 知 民 * 
得 199x0 同 时 这 上 廊 槛 10 的 完全 剩余 系 , 所 以 当 了 rr 分 别 明 用 
模 10, 横 199 的 完全 璋 余 系 时 ,上 遍历 模 1990 的 元 全 剩余 系 . 

例 3 利用 模 3 的 剩余 系 来 去 示 模 3" (rn 之 2) 的 镜 人 条 系 . 

解 ”由 定理 12. 当 0' 遂 内 模 3 的 完全 (婚约 )? 惠 余 系 , (2 
jn 遍历 模 3 的 完全 剩余 系 时 ， 
I 
遍 巍 模 入 的 完全 ( 欧 约 ) 剩 余 系 .特别 地 .: 取 开 一 0125 吕 1:2)， 

I 二 ,1.202 达 jn) 时 ,zz 如 有 历 模 3” 的 最 小 非 负 和 完全 (或 婚约 ) 简 
作 杀 ; 取 工 二 44253{ 或 1.2) ,Tw 一 0,11202 近 jj 江 n) 村 ,x 贞 团 杰 
3" 的 最 小 正 完全 (或 婚约 ) 测 余 系 ; 肥 x 一 一 1,0,1( 或 - 1 ,1)， 
10102 和 7 入 nn) 时 ,x 议 轨 寞 37 的 纵 对 最 小 完全 (或 购 约 》 


习题 十 六 


1 Ki 了 出 模 9 的 一 个 完全 王 余 系 . 尼 的 每 个 数 是 奇数 . 
(ii 写 出 模 9 的 一 个 完全 刹 余 系 , 它 的 每 个 数 足 偶数 . 
(ii (或 人 ?中 的 辈 求 对 模 10 的 完全 镜 余 系 能 实现 吗 ? 
Gv) 若 2| 关 , 则 模 产 的 :组 完全 剩余 条 中 一 定 一 半 基 偶数 ， 
一 尘 是 闸 数 ， 
120 


2 证明: 当 和 人 2 时 02,13 (一 1 一 定 不 是 模 的 完 
全 剩余 系 . 

3. 设计 rnjris rm 分 别 是 模 普 的 两 组 完全 剩余 系 , 证 
明 : 当 六 是 偶数 时 ,m 十 站 :pr 十 六 一定 不 是 模 六 的 完全 剩余 

4 设 有 ni 个 整数 ,它们 都 不 属于 剩余 类 0mod m. 那么 ,其 中 
必 . 有 两 个 数 之 差 属 了 和 鲁 余 类 0 mod mx. 

5， 在 任意 取 征 的 对 模 闸 两 两 不 问 余 的 [m2j 十 1 个 数 中 , 必 
有 两 数 之 益 属 于 鳍 余 类 1 mod mr. 如 何 推广 本 题 ? 

6. 《i) 把 剩余 类 1 mod 5 写成 模 15 的 剩余 类 之 和 ;(ii) 把 铀 
余 类 6 mod 10 写成 模 120 的 剩余 类 之 和 ;Cii) 把 剩余 类 6 mod 10 
写成 模 80 的 璋 余 类 之 利 ， 

7， 设 记 2 为 给 定 的 整数 .试问 ; 模 2n 一 1 的 一 组 完全 剩余 系 
最 少 要 属于 模 nn 一 2 的 几 个 剩余 类 ? -和 股 地 ,玉宇 m 闫 1, 模 下 的 -… 
组 完全 剩余 系 最 少 要 属于 模 mw 的 几 个 和 镜 倪 类 ? 

8. 其 体 写 中 模 吉 二 16,17,18 的 最 小 非 负 奴 约 剩余 系 . 绝 对 最 
小 既 约 剩余 系 , 并 算出 pt]16) ,p017) ,gq(18). 

9， 设 吕 宇 3,r1s 呈 ,7 是 所 有 小 于 r:2 日 各 要 约 的 帆 莹 数 . 
证 肯 rr 
尽 模 j 的 既 约 剩余 系 . 由 此 推出 当 r 宇 3 村 2 | gm). 

10， 设 关 产 3. 征明， 

Ki) 模 xw 的 一 组 既 约 剩余 系 的 所 有 元 素 之 和 对 模 关 必 同 余 于 

(ii) 模 六 的 最 小 正 既 约 剩余 系 的 各 数 之 和 等 于 和约 可 772. 这 
关 论 对 闫 一 2 也 成 立 . 

11. 设 4 全 1,d |n. 证 明 ; 4 一 8 人 之 如 一 go ,等 号 仅 当 4 一 
时 成 立 . 

12. 设 可 六 1 ,taym) 一 1, 证 明 ， 
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fi7 对 什 意 竖 数 5， 之 ， 1 er te 一 (一 173 


| 
ET | 好 


Cii) 人 Pham). 

13. 试 求 模 4 的 -一 组 完全 剩余 系 … .4, 模 5 的 一 组 完全 利 
余 系 上 v8;; 使 得 G7 zs C1 人 41 之 7 近 5) 是 机 20 的 完全 重 祭 
系 ; (0) 7 十 8 入? 各 1 各 J) 太 s( 各 ?1 这 411 入 j 扣 5) 同 时 吓 
民 20 的 完全 剩余 系 . 


14. 上 站 指 两 个 结论 对 既 约 剩余 系 能 成 立 吗 ? 


d 17 Euler 呐 数 pOn) (B) 


本 字 量 和 审 出 剩余 素 榴 性 垣 (516 定 塌 3 和 10} 来 讨论 Euler 
因数 92 的 性 质 , $13 的 写 秆 1 已 给 出 不 同 的 证 贡 , 且 
定理 1 cz 是 入 性 国 数 . 即 若 人 ?一 1 则 有 
EL tn pt). cl) 
证 时 岂 
i CR Ts 一】， en C2 
恰 媳 给 出 了 模 wan 的 完全 铅 全 对: 12 了 二 2271 
cae ] Yr rp, ee i 个 正 索 数 ， tp 1 万, |] 入- 庆 
mm: 是 模 训 的 -组 完全 璋 打 系 , 抽 以 其 中 怡 有 区 pr) 个 数 三 严 下 
人 是 时 此 , 式 人 2 给 出 的 ma 个 
数 叶 恰 有 以 下 nen 个 数 与 站 工 率 : 
mk, Din 1 C3) 
号 一 新 加 . 对 取 定 的 .以 下 #2 个 让 束 数 ;Zn 十 01 一 1、 
Gm.n) =1 及 81i6 湛 理 9 和 10 知 ; 是 模 x 的 一 组 元 全 剩余 乐 ， 
此 ,其 中 性 有 有 ea 个 数 与 ?了 素 ( 与 上 的 取 值 无 洋 ). 因此 、 
过 (03) 给 出 的 ngtni}》 个 数 中 恰 有 gpa0F50n0) 个 数 与 mr,n 均 互 素 ， 
亦 划 由 式 C2) 给 出 的 wrn 个 数 中 惟有 wot 个 数 与 丙 : 均 后 


大 
涩 ， 


由 十 当 (rnn) 王 ] 时 ，: 个 再 数 与 ma 开 素 的 充 要 和 条件 是 它 与 
m:n 持 开 素 . 故 从 以 上 讨论 就 推出 ， 由 式 (2) 给 出 的 模 mn 和 的 完全 
剩余 系 中 恰 在 ymwtn) 个 数 与 mn 下 素 , 这 就 证 明了 式 人 1). 证 
毕 ， 

由 冠 理 1 此 $16 定理 8 下 时 推 二 (证明 留 给 恋 治 ) 

定理 2 设 1 一 天 一 “, 我 们 有 


Pn = pi pr Dritpr—pr ') 
， 1 
_ 1—-* |， 村 
| p | C4) 
此 中 和 连 展 号 表示 对 芭 的 不 同 素 因数 六 各. 
由 定理 1 还 村 椎 市 

定理 3 对 任意 正音 数 六 有 

> FO— mm. CH) 


这 礼 是 $13 定理 2. 评 明 相 问 ， 

层 pi 的 牙 约 鲁 余 系 可 以 取 种 种 不 阿 的 形式 ,但 登 个 既 约 剩余 
条 中 有 有 数 的 滋 积 对 模 zw 是 不 党 的 , 即 昔 ra 3 
部 足 摸 产 的 婚约 剩余 系 估 那么， 必 ' 有 


| 


| | -二 LU Cmod mm). 《 


让 此 发 $36 定 盏 10 就 可 推出 莫名 的 Fermat-Euler 定理 . 
定理 4 设 teir3 一 1, 则 有 


U1 moad za) (7) 
民 别 省 记 流 案 数 时 ,对 任意 的 a 人 
atinod p) C8) 


证 联 训 er 是 模 wz 的 姐 茎 约 币 余 系 ， 由 六 15 定理 10 
和 as) 一 时 arearam 也 是 模 入 的 婚 弘 剩余 系 , 因 放出 
全 


[1 =[](ar) er i 11» 《mod m2). 

EB 上 .pi 一 , 利 用 8 二 性质 本 .从 上 式 即 得 起 (7 史 天 一 疡 汰 
素数 时 ,由 式 (7) 太 gtp) 二 p 一 1 得 

cr lmod p),. pla. 【号 
由 此 推出 对 任意 的 4a 式 (8) 成 并 ,证 毕 ， 

通常 把 式 (8) 称 为 Fermat 小 定理 (34 例 ?给 出 『 男 一 
曲 ), 忒 (7) 是 它 的 推广 称 为 Euler 定理 . 
] 2 


推论 5 (i) 当主 3 时 必 有 2 | 到》 
ti 认 人 am 一 1. 那 各 ,aa 对 模 六 的 闭 
dar™ lmod pm). {10) 
证 在 式 67) 中 取 ea 一 一 1 由 此 及 闫 六 3 即 得 60). (说 由 式 (7) 
推出 . 证 毕 ， 
由 式 47)? 和 人 4 例 11 可 得 以 下 结论 : 设 (e:m) 一 1. 那么 必 有 
下 整数 4 使 


a"=1(mod my}., cil 
且 使 式 (11) 成 立 的 最 小 止 幕 数 2 二 ; 必 满 足 
ds | Pm}. {12) 


以 上 的 讨论 自然 会 引出 两 个 问题 : [1] 模 六 的 既 约 剩余 系 的 
乘积 对 模 丫 宅 竟 同 余 于 什么 ”这 将 在 下 节 讨 论 . 2] 在 什么 情形 
下 :会 有 使 1 成 立 的 最 小 正 浆 数 2 一 glm). 这 回 题 比较 复杂 .将 
乍 SS27 和 828 讨 沦 . 查 我 们 先 吉 证 时 以 上 结论 ,由 此 也 可 看 出 这 
可 题 鸭 重要 忻 . 

定理 6 讽 人 ta,m) 一 1. 那 么 ,an 是 使 式 C11) 成 立 的 最 小 证 整 
数 如 的 充 要 和 条件 是 : 

aa]1ftmnodl pi), (C13) 
卜 

a ee 144) 
对 模 闫 两 两 不 同 余 .特别 地 .已 =20) 的 充 些 条 件 是 式 (143( 忆 一 
zf 0 络 出 了 模 和 的 一 组 婚约 剩余 系 . 

证 ” 先 证 乍 理 的 第 一 部 分 . 若 呈 是 使 (11) 成 立 的 最 小 正 整数 

@ 则 式 (13) 妆 然 成 立 . 如 果 有 0 所 i 之 7 之 Qs 使 得 
ua (mod m}), 
则 由 $$ 15 性 质证 得 
c =mod my). 
但 1 守 j 一 if 之 dy; 这 和 cs 的 最 小 性 惠 秆 ,因此 由 式 (14) 给 出 的 di， 
个 数 两 本 对 模 产 不 同 余 , 这 就 证 明了 必要 虱 , 再 证 充分 性 .由 式 
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Gdt 络 出 的 数 两 西 对 模 斑 不 阿 余 推 出 
aa lmod m), 11， 
市 此 太 式 (13}) 或 立 推 出 是 使 (1) 成 立 的 最 小 由 乏 数 i. 
下 面 证 定理 的 第 二 部 分 . 完 证 明 必 要 性 . 上 二 面 的 必要 性 证 明 中 
己 指 出 ;: 由 式 514) 给 市 的 gn) 个 数 丙 两 对 模 不 同 余 ,而 和 巾 a， 
P70 一 1] 知 : 它 们 均 和 天 既 约 ,所 以 这 是 -组 模 六 的 婚约 剩余 系 . 讽 
他 性 的 证 明 由 Euler 定 开 5 式 57)7 及 上 面 和 的 充 分 性 证 明 推 出 . 证 
外 ， 
和 一 257 有 时, 并 (14) 给 出 了 醋 约 镜 条 系 的 一 个 极 闵 六 便 的 
上 县 式 , 这 一 点 二 小 分 重要 的 .但 例 1 表明 这 并 不 一 定 能 实现 . 
例 1 没 训 一 2O 宇 3),4 一 5. 犀 合式 忆 1) 成 立 的 最 小 正 整数 a 
-一 < 
和 解 巾 呈 2 一 2 大 四 | 约 2) 知 一 220sAs 一 1. 先 汪 对 
任 音 的 .2fa 必 有 
az =1(mod 2). (15) 
对 /用 由 1 商法 米 汪 式 民 5). 设 a 一 21 十 1. 当 1 一 3 了 时 
a 一 十 1) 十 1 一 1(med 2*}， 
所 以 式 015) 成 六 .假设 式 (5) 对 [二 nC 写 3) 成 立 , 当 1 一 px 十 1 时 ， 
由 
ci la (a 41), 
及 中 n 纳 假设 椎 出 
ua l=0(mod 2"-1), 
于 式 ( 吕 5) 对 1 一 nn 一 1 成立. 这 就 让 明了 式 (1) 对 任意 的 1 宇 3 都 成 
江 . 因此 ,对 任意 的 a(21 a), 它 所 对 应 的 加 一半, 必 有 0sR< 一 2. 
上 面 来 求 a 一 5 时 所 对 应 的 4.. 出 
5 =51 关 1(mod 23)， (16) 
虑 式 (15)tau 一 5 ,1 一 3 就 推出 1 一 3 时 ,dr 一 2* 二 2, 出 
5? 二 25 闫 ] (mod 214)， 
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卜 式 (5)Ca 一 5 一 和 就 挫 出 1 一 4 时 ,qd 一 2: 二 23 我们 来 证 明 ， 
对 任意 的 2 3, 必 有 
5 天 1(mod 20)， (17? 
对 2 用 归纳 法 . 当 -一 3 时 ,由 式 届 6) 知 式 (17}) 成 立 . 假设 式 (17) 对 
13 成 立 ., 册 于 , 当 z 3 时 必 有 有 
5 “= 一 1tmod 2 1),， (18) 
这 当 /一 3 上 时 可 直接 验证 , 当 3 时 这 就 是 式 515). 由 归 钠 假设 上 慷 
式 C187 知 ， 
52 .1 十 4 “2 
因而 有 (注意 nn 守 3) 
57 lstlts :2732 21 sl Fs 28) 
这 硫 证 明了 式 ( 届 让 当 f 一 n+1 时 也 成 立 . 所 以 , 式 017) 对 /1 汪 3 都 
成 站. 由 此 推出 5 为 什么 ) 
371mod 20),. OF 一 3. 
由 此 长 式 415) 就 推出 , 当 a 一 5 上 时 对 应 的 zs 二 2 ,从 定理 6 知 , 省 
Zr3 时 ， 
到 一 ] ,51;52,53， 52 一 1， (19 
这 2 一 个 数 对 模 2 两 两 相同 余 . 
式 (15) 表 明 , 对 模 2'0 守 3) 不 可 能 有 形 如 (14) 的 婚约 璋 余 系 . 
另 - 一 方面 ,从 式 (19) 给 出 的 2 个 数 两 两 对 模 2 不同 余 ， 
1 三 91 半 一 5 于 一 ](mod 2 ， 0) 之 2 
及 gt2) 二 2: 1! 就 推出 ， 
定理 7 对 模 2C 写 3), 以 下 2 个 数 给 出 了 它 的 -组 既 约 测 
CJR 0 【20 
可 实 上 ,对 任意 的 21 gosf 守 30 一 3 H 轩 ;go 闫 申 一 1), 若 使 同 余 
式 (C1Ca 一 gos 识 一 2 成立 的 最 小 的 d= 二 2 ,那么 ,以 下 2 个 ! 个 数 
给 出 了 模 2 的 -组 婚约 剩余 系 : 


{2 (C21) 

例 丰 ;可取 ,一 3. 请 读者 证 是. 

例 2 设 4 记 1,p 是 可 素 数 .再 设 4g 是 ?一 1 的 案 因 数 .让 明 ; 
4 0 一 1 或 2plg 一 1 全 人 消 生 一 个 成 并， 

证 ”出 条 件 知 ta,g) 一 1. 设 do 是 使 a 二 ltmod gg) 成 立 的 最 小 
让 检 数 过 车 一 1; 则 gla 一 1 成立 .和 着 二 二 1 则 za ,及 9 为 
许 率 数 . 利用 $4 例 11 的 Gi), 由 人 条件 太 式 (12) tm 一 gg) 推出 : 
dprdolg 一 1 所 以 ,do 一 pig 一 1( 为 什么 ). 出 此 及 产 :g 均 为 痛 数 
时 得 25 一 1. 证 毕 . 


习题 十 七 


1. 求 出 所 有 的 正 整数 ,使 得 gCn) |n. 
2， 设 mm 二 2%piipr ;pj 定 不 间 的 奇 素数 ,ka 六 ) 一 1. 再 设 < 
= [cp po pp) 其 中 ==1 当 a 二 0;c6 二 2%  , 当 1 所 a 
2 二 2 当 amp 字 3. 和 证明， 
a lttrod py). 
3. 设 天 一 四 六) 是 涉 同 的 案 数 ,cc 一 p77) aa 一 maxfal， 
,证 明 ， 对 任意 整数 有 
iy aarti sa mod pm) fi) a”=a™ FT mod mm): 
(i) a f(a} 二 0(mod m), 革 中 f(z) 古 和 名 项 忒 1 
1 的 最 小 公 倍 式 . 解释 本 题 的 含意 . 
4. 讽 (P, 人 一 1. 让 明 :; "十 5 二 1 mod pn). 
5， 设 f(x) 是 整 系 数 和 多项式 ,证明 ; (FPCz)77 Er ICrmnod 产 ) 
本 中 户 是 素数 . 
6. 设 素 数 训 盖 2:aD>1. 证 时， 
(i) wu? 十 1 的 素 央 数 3 必 是 as 二 1 的 因数 ,或 是 g 寺 1(mod 2p); 
(i) 形 如 2&8p 十 1 的 素数 有 无 穷 多 个 . 
7. 设 er 是 正 整 数 .(ar) 一 1. 汪 明 : 在 放 术 数列 a 十 rr (万 二 
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0,1:2.…) 村 一定 可 志 选 出 一 个 几何 数 珂 来 . 
8， 设 户 是 素数 .af 一 ptmod 户 ). 证 时 :ar 和 人 (mod 上) 
9 和 证明: GG) 2 天 10mod 117), 305 二] {mod 1127 ， 
《12 218mod 109327 .31(mod 10932》， 
用 本 三 所 介绍 的 方法 重 做 当 题 十 一 第 1 一 7 题 . 
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$ 18 Wilson 定 理 


定理 1CWilson) 设 记 是 素数 ,让 ,….r_1 上 在 模 p 的 既 约 汕 余 
系 , 我 们 有 


| {rsx l(tmod 四 2 (> 
Tm 
特别 地 和 有 
(p11)! 二 一 1Cmeod py C2) 


证 、 当 p= 二 2 时 结论 显然 成 立 . 所 以 可 滩 户 宇 3. 中 815 性质 
旭 此 走 后 的 说 明知 ,对 最 定 的 这 一 组 购 约 剩余 系 中 的 得 个 zx; 必 有 
叭 -的 一 个 rj; 使 得 
rr =](mod p). 《3 1) 
使 一 一 的 充 要 条件 生 
r:=ttCnmeod 户 ). 
印 
‘ri 1 二 1)=—0tmod py. 
由 于 户 是 素数 日 产 芭 3. 所 以 上 式 成 立 当 所 促 汉 
六 -10fmnod p) 或 7 十 1 寺 0tmod p). 
由 于 索 数 上 5 宇 3; 所 以 ,这 了 基 式 小 能 同时 成 辽 . 二 此 ,在 这 组 柑 户 的 
既 约 镜 人 系 中 ,除了 
所 三 1 ,一 1Cnmoo p) [1 
这 两 个 数 外 ,对 其 他 的 信 有 天 7 使 式 03) 成 谍 , 不 妨 设 ri 寺 
1Cmod pr 1 三 一 1Cmed p). 这 样 ,在 这 给 模 的 婚约 测 余 系 中 
除去 满 臣 式 (4) 的 两 个 数 之 外 ,其 他 的 数 恰 好 可 控 关 系 式 (3) 两 两 
全 ”二 是 十 五 第 11 草 纵 出 了 咏 -… 让 肖 ， 
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分 完 , 节 有 
rr, :l(tmod 轧 )， 

由 此 就 推出 式 0).1,2,…,p 一 1 居 模 的 既 约 剩余 系 , 所 以 式 (2) 
成 立 , 证 毕 . 

例 册 ,对 p 一 13, 联 六 一 7(1 过 jx 入 12) ,我 们 有 

2* 7 + 4 0 R66+ J11imod 13). 

所 以 式 (2)Cp 二 13) 成 立 , 仔细 分 析 定 理 1 的 证 时 ,可 以 看 出 , 当 户 
为 可 素数 时 ,以 模 产 避 之 2 代替 模 疡 ,所 有 的 论证 全 部 成 立 . 由 此 
可 得 以 下 定理 5 县 体 推 导 留 给 污 者 )， 

定理 2 设 喜 数 产 裤 31.c 一 人 的 ) 以 及 rr 足 模 
户 的 -组 婚约 剩余 系 . 我 们 有 


| 时 rw 二 


-Ttmod p). (5) 


特别 地 有 
总 pi 
[| [| Cr ps lmod p'), C6) 


例 间 ,对 可 一 3 1,2,4,5,7,8.10;,11,.13,14,.16,17,19,20, 

22,23,25,26 不 -一 组 宰 3 的 既 约 剩余 系 .我们 有 
2»14-—=4°*7=5+ 11=8 » 17 二 ]0* 19 
一 13" 25==]6 + 22—20 ~ 23—] (mod 3:). 

D5) 和 (6) fp 一 3 一 3) 成 六 

从 定理 2 的 符 导 和 和 条件 下 .我 们 有 (为 什么 ) 

< 一 凡 疡 7) 一 人 2 六)， 

现 取 


r | 
7 一 


rp， 妆 
亚 和 riflssyssc) 作 二 模 户 的 -一 组 既 约 剩余 系 ;二 都 是 奇数 , 因此 
蕊 也 必 模 2p' 的 一 给 既 约 剩余 系 , 且 有 (为 什么 ) 

re 一 (mod 2286. 


' rr 21.,; 
了 


二 


这 样 我 们 就 证 明了 


定理 3 设 素数 p 宇 3, 宇 1.c 一 YA2p) 以 及 rr 是 模 2 
的 一 组 既 约 剩余 条 , 我 们 有 有 
ri rar l(tmod 2 请 )， 【了 
最 后 来 证 明 : 
定理 4 设 - 一 ff2) 一 2 1011r 和 sr 是 横 2 的 既 约 刹 余 
系 . 我 们 有 有 
一 1(mod 2 ， 一 1.2; 
| mod 2),， /3 (8) 
证 “一 1,2 时 结论 可 直接 验证 . 现 设 13. 同 笠 由 $1 性 质 训 
右 其 后 的 说 虹 知 ,对 得 个 rx, 必 有 唯一 的 rj; 使 
rr,=l1tmod 2 7). 9) 
一 一 六 的 充 要 荣 件 下 
:二 1] (mod 2 )》， 
动 
(Cr) 1) Cmod 2°). 
注意 到 tx,,2) 一 ] .上 式 有 邮 


3 s mod 2 “) 
! 天: 一- ] 一 1 
一 -二 ,一 一 一 | =— 1 
' 2 2  : 
就 推出 ~ 一 一 的 充 要 杀 件 中 
“0(mod 2 3) 误 “7 一 DCmod 2 一 


EP 
mod 2 或 7 二 一 ] (mod 2 1'), 
因此 ,在 这 个 模 关 的 婚约 剩余 系 中 仅 这 
二 1， 2 2 1 (mod 2") CO) 
时 , 才 可 能 有 + 一 rj. 这 样 ,对 模 2 的 婚约 剩余 系 中 的 每 信 六 除去 
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这 四 个 数 5 这 四 个 数 两 下 对 模 2' 不 同 余 ) 外 , 必 有 六 和 关 六 所 以 除了 
这 四 个 数 外 , 既 约 镜 余 条 中 的 c+ 4 个 数 可 接 关 系 式 69) 两 两 分 对 
分 完 , 妈 这 cc 一 4 个 数 的 乘积 对 模 2 同 余 上 1. 由 此 太 式 (10) 就 证 
明了 了 式 68) 对 / 宇 3 成 立 . 让 毕 .时 

总 天 以 上 证 这 :我 们 证 明了 演 天 一 1.24 户 ,25 人 为 南 素 数 ) 
时 . 模 x 的 一 组 殴 约 剩余 系 的 老 积 同 余 .1 模 产 .可 以 证 明 在 其 他 
情形 必 同 余 于 1 横 六 ,这 将 安排 在 避 题 中 . 

Wilson 定理 是 很 有 用 的 . 直面 来 举 两 个 例子 . 

例 1 设 rorrioore 和 i 上 民 osris 是 熏 志 的 止 组 完全 剩 
特 系 , 户 旦 译 素数 . 证明 :rar srirly… rp rm 1 证 不足 横 疡 的 完 
全 剩余 系 . 

证 用 反 证 法 .假设 rmirrivro-uors 在 模 户 的 完全 剩余 
系 :那么 .其 中 有 有 且 仅 有 一 个 被 整除 ,个 妨 设 

Plrorss 而 | 方 下 1 六 JE 天 一 上 
因此 , 必 f 太 什么 ) 

plrss piros ptr pli lp 一 1. 
所 局 模 pp 的 婚约 和 镜 余 系 , 是 rr,…， 
rp-irp-1 世 正 模 疡 的 既 约 剩余 系 , 我 们 来 秋明 这 是 不 可 能 的 . 因为 ， 
由 定理 1 知 
rr lmod pp}, 

mr 1mod pi, 
以 及 

Err rr lmod py). 
但 前 两 式 相 敢 得 


Cr tr re 1 l(t(mod s). 


舍利 浊 名 17 定 王 ?了 所 给 出 的 加 站 3 的 上 新 的 剩 祭 系 , 世 可 证 吓 本 定理 . 
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1== 一 ]frmod py. 
但 六 3 这 是 不 可 能 . 这 就 让 明了 所 要 的 结论 . 
例 2 设 户 是 奇 素数 ,证 明 
1 p21 mod py. 
证 注意 到 当 疡 为 坷 系数 时 
cp pT pd tp dp tp 100 
"pO 
p22 mod pp}, 
市 此 及 定理 1 由 得 所 要 结论 . 


习题 十 八 


1. 证 明 : 吕 是 亲 数 的 充 要 条件 是 : 

[和 1 

Qi) 本 在 正 整 数 上 nn :使 得 nx|C& -171 (Cn 7 十 C-…19 

2. 设 记 是 可 么 数 .证 晨 : 

上 2 pO mod p); 

(HY CP/21) = mod p): 

Ciiiy CHT -T2211 (mod py. 

3. 设 记 为 素数 .a 为 任意 闵 数 . 证明: 

(0 plar | Cp— lla Ui) pp Cpe—1)!atta. 

4， 度 襄 一 pr.2p yp 为 可 素数 ,a 守 1, 雷 访 让， 

…. 是 模 ,x 的 则 组 工 约 剩余 系 , 证明: rr 二 ce) 一定 个 是 模 
91 的 婚约 刹 休 系 . 

65. 设 训 二 4.p .2 spp 为 厨 素数 ,a 写 1, 有 再度"rsrm 基站， 
有 模 闫 的 两 组 完全 剩余 系 . 证明: 六 六 条 车) 一 定 不 是 
模 pz 的 完全 惠 余 系 . 

6。 变 和 rr 本 模 呈 和 两 攻略 乡 利 省 孙 . rir1， 
red 是否 -一 定 丰 是 模 8 的 婚约 剩余 系 ? 举例 也 时. 对 模 15 的 两 
绀 上 婚 约 剩 余 系 必 辐 样 的 讨论 ， 
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7 设 贡 宇 3 reyrm 政 站 是 模 六 的 两 组 完全 剩余 系 . 
证 时: ri 六 rr 和 定 不 是 模 关 的 完全 剩余 系 ( 担 示 :， 利用 13 
定理 2( 央 $$ 17 定理 3) 的 证 明 二 中 的 方法 , 太 本 节 例 1)， 

8. 说 训 关 1,2,4;p ,2p" 记 为 奇 素数 , 证明 : 

R— | | r=1(mod 1), 
钊 任意 -组 模 关 的 婚约 剩余 系 的 匹 束 的 来 积 合 余 1 模 mt 提 水 ; 
利用 $17 定理 3 的 证 明 方法 ;证 明 ; 对 任 一 素数 pp,p | 严 : 这 时 必 
有 RR 二 1 (mod p"). ). 
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S 19 则 余 方 程 的 基本 概念 


第 证 正 整 才 天 :总 帮 筷 上 系 数 才 项 式 


一 C1) 
拒 们 公营 要 讨论 人 这 样 的 问题 ; 求 出 所 有 和 整数 x+, 使 同 余 式 
FIDEmod 1) (2) 


上 成立 . 这 就 足 所 谓 解 同 余 方 程 , 式 (2) 称 为 模 m 的 同 余 方程 . 

同 余 方程 的 解 与 解数 ” 阁 x 一 c 时 间 余 式 (2) 成 立 , 则 称 c 是 
同 余 方程 (2) 的 解 . 显 见 ,这 时 剩余 类 cmod mm 中 的 任 一 整数 也 是 
艇 ,我 们 把 这 些 解 都 看 作 是 相同 的 ,并 说 丈 余 类 c mod wi 是 同 余 方 
程 (2) 的 一 个 解 , 这 个 解 忆 为 

Tecmod py, 
当 cscs 均 为 同人 条 方程 (2) 的 解 ,十 对 模 wi 不 同 余 时 ,我 们 就 称 它 
们 是 同 余 方 程 ‘(2) 的 不 同 的 解 , 所 有 对 模 mw 两 鸯 不 回 余 的 解 的 个 
数 . 各 六 是 同 余 方 程 (2) 的 解数 , 记 和 作 
了 
综 上 所 述 ,我 们 只 要 在 任意 取 定 的 模 mm 的 一 组 完全 晋 余 系 中 来 求 
解 模 m 的 同 祭 方 程 (2) ,在 这 完全 镜 余 系 中 解 的 个 数 就 是 解数 .办 
此 必 有 
TE mn, 

例 1 求 同 余 方程 4z2 -1277 一 12 二 0Cmod 15) 的 解 . 

解 ” 了 肥 模 15 的 绝对 最 小 完全 剩余 系 ; 一 7 ,一 6 一 1:0,1， 
2,… ,7, 让 接 计 算 知 x 一 一 6,3 是 解 . 所 以 .这 个 同 余 方程 的 解 是 

I=:3(tmod 157， 

解数 为 2. 

例 2 求 同 余 方程 4x: 十 27r 一 7 二 0Cmod 15) 的 解 . 

1360 


阿 样 下 接 计算 知 = 一? ,一 2 一 1,4 是 解 . 折 以 它 的 解 旦 


T= dimod 151, 
解 效 为 半 
例 3 求解 同 余 方程 4x?-27x 一 9 二 0tmod 157， 
再 接 计 算 知 .这 方程 无 和解 . 


池 0 的 条 数 都 是 模 六 的 倍数 时 ,显现 , 作 意 的 鉴 数 傅 > 都 
三 问 余 方程 (2) 的 解 , 这 样 的 同 余 方 程 (2) 的 解数 为 m. 但 这 并 不 是 
器 余 方 程 (2) 的 解数 为 m 的 必要 条 件 , 这 可 由 下 面 的 例子 看 出 . 
例 4 由 $17 定理 4CFermat-Euler 定理 ) 知 , 同 余 方 程 
x 一 二 0(mod 5) C3) 
的 解 娄 为 5: 同 余 方 程 
7 -rmod 7) C4) 
的 解数 为 7; 以 及 同 余 方程 
Ar 二 1 二 r 二 1) 二 0(mod 35)， 
| 
二 x rr 二 (mod 235) 
的 解数 为 35( 为 什么 ) ;一般 地 ,对 素数 p, 同 余 方程 
Ti- A0mod p) 
的 解数 为 户 ， 
问 祭 方程 的 次 数 当 妆 | (av :ao 时, 所 有 整数 二 都 是 同 余 
方程 (2) 的 解 , 这 种 显然 情形 是 用 不 着 讨论 的 . 当 
m1 Cons""" se) 
时 ，, 必 有 了 唯 -的 2ostsa ,满足 
mlajy, din, mt a. 
显 见 ,这 时 模 ;x 的 同 余 方程 (2) 与 模 mm 的 同 余 方 程 
gr admod m) 
是 一 样 的 , 即 它们 的 解 与 解数 均 相 同 , 我 们 把 ! 称 为 是 模 m 的 同宗 
方程 (2) 的 次 数 , 也 称 为 是 多 项 式 f 关于 模 m 的 次 数 , 记 作 
deg Cf ;rm). 
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当 pra seo 时 就 不 说 它们 的 次 数 . 这 与 多项式 的 次 数 degf5 
是 辆 个 不 间 的 概念 , 显 见 ,当天 二 asasH 有 
odeg Ci mdeg tir). 
名 坝 式 六 关于 模 的 次 数 不 仅 与 有 关 , 而 且 也 和 模 mm 有关. 例 
出 , 取 Cr) 一 487* 一 24z 一 12x: 十 86x 十 3; 我 们 有 
degt fi19)—4, depgtf 1d8)—3, degtf ;24) 一 人。 
degtf;12)—1, deg(f;6)=0, 

对 模 和 二 3 就 不 说 和 它 的 次 才 . 

最 后 ,给 出 几 个 经 常用 到 而 及 显然 的 性 夺 ( 和 定理 1 和 2 的 广 明 
销 维 读 蕴 )， 

定理 了 0) 荐 F7r 一 mrfmnod 5 则 同 余 方 程 人 27 的 解 与 
解数 和 同 余 方 程 gt 一 0(tmod 2) 相同 ， 

fi 大 (ay 一 1 则 辐 余 方程 (2 的 解 与 解数 利 同 余 亡 程 
zf 二 0Cmod xs 相同 .特别 地 , 汝 (es 一 1 时 , 取 aa 为 e 关 于 
模 妆 的 道 , 则 az 的 首 项 系数 a 二 1 tmod 证) 

定理 2 设 止 鉴 数 了 | 产 . 那 么 , 异 普 的 同 余 方 租 5202 有 解 的 必 
要 杀 件 是 模 4 的 同 余 方程 


Fr) 0Cmod 好) CD) 
有 人 解 . 进而 . 设 (5) 有 和 解 , 它 的 全 部 解 为 
tc nod a), C6 
邵 么 ,对 52) 的 每 个 解 ( 如 果 有 的 话 Ya 有 且 仪 有 一 个 c 满足 
de (nod di, 《73 


定理 3 苦 正 昌 煞 co | Crn Ci 7s I 满足 述 221 的 辐 八方 程 
《2 的 所 有 工 的 值 ( 相 是 解数 ) .与 满足 借 六 /的 同 余 方程 


gr) fr mad 到 | (CB) 
的 所 存 zx 的 住 相 | 辣 ,了 且 丰 
Tifmi—=d "TT(grmid). C9 


证 和 前” -部 分 的 结论 是 显然 的 .下 面 米 证 式 人 9). 设 问 余 方 程 
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8) 的 全 部 解 为 
I ce (mod m/c). {1DO) 
由 前 - -部 分 结论 知 , 满 足 模 vx 的 同 余 方程 (2) 的 所 有 之 的 值 ( 不 站 
解数 } 即 是 由 式 口 0) 给 出 的 全 部 x 的 和 值 (不 是 同 余 类 ). 由 8$16 定 
理 4 知 ;对 局 于 每 -个 同 余 类 下 二 cj(meod me 恰好 是 模 吉明 区 
个 不 同 的 同 余 类 之 和 ,和 身 此 就 推出 式 (9). 证 毕 ， 
下 血 举 例 说 明 它 们 的 应 用 . 
例 5 解 回 余 上 种 4 十 274x 一 9 二 0(mod 15)， 
考虑 模 5 的 回 余 方程 
x - 277 一 9 一 Ofraod 5)., 《1 1》 


由 十- 
4 十 277—9 三 x | 2x 1 l(tmod 3}, 
由 定理 19 知 ,(11) 与 
—x F227r+ 1 二 0tmod 5) 
的 解 由 同 . .上 式 盈 
(x 1) ?Cmod 5). 
容易 验证 它 无 解 . 国 而 由 定理 2 知 原 问 余 方 程 无 解 ， 
例 6 解 同 余 方 程 x* 十 57x’ 十 9 二 0(mod 9). 
解 由 直接 计算 到 , 同 作 方程 x 十 5x 十 9(mod 3 有 两 解 ， 
TDO 32., 
利用 定理 2, 先 来 求 原 问 余 方程 区 二 57 十 9 二 0Cmod 9) 相 应 于 
r=0tmod 3) C12) 
的 解 . 这 时 一 3 代入 原 癌 余 方 程 得 
(RVI (3 9—27y 45y -9=0C(mod 9). 
显现, 上 式 对 所 有 y 部 成 立 . 因此 ,相应 的 全 部 解 即 为 满足 式 (12) 
的 全 部 x 的 但 .由 $316 烘 理 4 知 , 原 模 9 的 同 余 方程 有 三 个 相应 
鸣 解 ， 
TI 二 1,0,1(mod 9), 
央 来 求 相沿 于 
13g 


rz 三 1 (mod 3) C13) 
的 解 .这 上 时 = 一 3y+ 1 ,代入 原 同 余 方 程 得 
{3y 十 和 十 53 十 1 十 人 mod 9). 
利用 定理 1, 它 可 化 为 
3037 十 6==Drnmcd 97. 
由 定理 3 知 ,满足 上 式 的 的 值 即 沪 
1]03 十 2 有 mod 3»， 
3=]15nmcoqd 37)， 
所 以 yy 一 3 二]1r 一 级 十 4 和 了 .因此 , 原 同 余 方 程 愉 有 一 个 相应 
的 解 


二 4(mod 9)., 
这 样 , 有 让 定理 2 排出 , 原 同 余 方程 的 解数 为 4， 
2 三 一 1:0,1v4kmod 97. 
以 上 上 讨论 了 一 个 灾 数 的 同 余 方程 的 基本 慨 念 .上 燃 亿 的 可 以 讨 
论 一 个 乏 数 的 问 余 方程 组 , 给 定 正 吏 数 mm ，… om, 及 整 系数 多 项 
式 (try sfatr), 求 所 有 整数 x 满足 同 余 式 组 
Omod my). 1 和 ， (| 二》 
就 是 所 请 解 同 余 方 程 组 . 式 (14) 称 为 同 余 方 程 组 . 大 x 一 < 时 ， 式 
《14 成立 . 则 称 ec 起 同 余 方程 组 (14) 的 解 . 显 见 ; 测 作 类 mod m 
中 芍 仁 一 数 均 注 足 14) ,这 里 
mo pn |] ， 15) 
我 们 把 这 些 属于 模 mx 的 同 -… 个 利 余 类 的 解 看 作 暴 相同 的 ,并 洲 和 镜 
余 类 < mod m 荆 同 余 方 程 组 (C14) 的 一 个 解 , i 为 
emod m7. 
当 ccs 均 为 解 且 对 模 m 不 同 余 时 ,就 说 它们 是 同 余 方程 组 (14) 
的 两 个 不 同 的 解 ,所 有 模 mw 两 两 不 同 余 的 (4) 的 解 的 个 数 称 为 吓 
同 余 方 程 组 (14) 的 解数 . 同 祥 ,我 们 只 要 在 任意 取 定 的 模 普 的 一 
组 沉 个 剩余 系 中 来 求解 问 余 方程 组 (147 :在 其 中 的 解 的 个 数 就 是 
解数 . 此 外 .只 要 式 {147 中 和 有 一 个 同 余 方程 无 解 , 则 回 余 方程 组 
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(14 就 无 解 . 
和 
站, 也 可 以 限制 变数 在 某 个 整数 集合 中 取 值 (事实 上 ,和 例 6 就 是 分 
下 求 原 同 余 方 程 洪 足 条 件 扎 2) 机 民 3) 的 解 ), 六 旦 站 组 过 下 je 
玫 窑 易 把 这 些 基 本 变 念 作 相 应 推 } .以 后 会 退 到 一 些 简单 的 特例. 


习题 十 九 


1. 通过 直接 计算 求 和 下列 同 余 方 程 的 解 各 解数: 

C1) 3 二 2 mad 7), 

(ii) 34° 124—19=0(mod 28); 

fi 十 Sr 一 113 三 Drmeod 28); 

Cy) rr 2 med 5), 

2- 说 (2a:m) 一 41, 让 明 ; 同 余 方程 和 十 pr cmod py -~ 
算 可 化 为 (ez 一 Fnrod 由 利用 这 一 六 法 来 解 和 3 例 1.2.3 
上 和 的 同 余 方程 ， 

3 设 记 等 条 数 ， 证 禁 : 阿 作 方程 产 Cx 二 Otmod pi fw) 
二 OCmod pi 交通 相 问 . 

4 这 户 为 素数 新 gCr)Y 一 0 (mod 六 无 解 , 刚 六 Cry 
Dimod p31 A ZE 一 OAmod 户 ) 的 解 与 解 娄 相 癌 . 

5 以 NG 这 同 余 余 方程 J) 二 kmod mz) 的 解数 . 训 : 本 ] ， 


Sy CR ni. 
1 


6， 对 哪些 住 忆 ,间作 方程 x= 二 a tmed 5 有 解 ， 
7.， 这 同 全 方程 (C200 一 GLmod 世 ) 的 仍 数 等 :于 jp, 再 证 整 圣 狼 
和 多项式 retr) 本 rr) 和 满 下 
Fors rh) +r tr tmod my. ©) 
证 明 ; 亲人 党 方程 f(r) 二 VCmod 天 与 同 休 方 各 zs Demod mm) 
的 解 和 解数 相同 . 此 外 , 若 Ar 的 最 高 次 项 系数 为 1 , 则 对 任意 的 
2 有 q(x 和 ri) 合式 (x) 成 立 , 且 rr) 的 次数 小 Cr) 
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的 次 数 . . 
8，fi) 设 训 一 7 有 (XT) 一 XT 一 XT: 了 (XT) 一 3x11 十 32* 十 5. 求 满足 
第 7 题 式 (x ) 的 r(x)， 

(i) 设 天 一 5 下 (一 站 5 一 生产 一 4 十 37503 十 2x7 十 37 一 2， 
求 湛 足 第 7 题 式 (x¥ ) 的 rcx). 


4 


3 20 一 次 同 余 方程 


说 mia. 这 一 节 讨 论 最 商 单 的 模 产 的 一 次 同 佘 方程 
dtmod yz) 【7 
如 玉器 余 方程 届 1) 有 和 解 z+ 一 zx1, 则 有 某 个 凋 数 w 使 得 
UT 一 站 十 yy). 
四 此 ,2 有 解 的 必要 茶 件 旺 
《cz sz ) |&. C2) 
例 记 1, 癌 条 方程 
4 二 2{mod 8) 
一 定 无 能 , 央 为 (4.3) 一 41 2. 问 余 方 要 
Si-2tInod 8) 
洪 足 条 件 (2), 因 为 (3,8) 一 1. 在 模 8 的 绝对 最 小 完全 剩余 系 一 3， 
2 .3,1 中 ,x 过 一 取 值 验算 知 , 反 有 人 解 x 一 一 2, 妈 其 
解 汶 + 二 -2tmod 31 :和解 狂 沪 1. 同人 余 方程 
8z=2tmod 8 
也 满足 条 件 (2), 轩 为 (6,8) 一 2;2. 同样 ,x 这 一 取 值 验算 知 ,x 二 
-1],3 古 解 , 即 议 问 余 方 程 的 和 解 旦 
二 一 一 1 36nto 8)， 
解数 为 2. 
定理 1 当 ca,m) 一 1 时 , 同 余 方程 (1) 必 有 解 , 且 共 解数 为 1. 
证 法 一 由 $16 定 理 10 生 ,省 Cey 一 1 寺 ,x 油 吊 权 yx 的 
一 组 完全 剩余 系 时 .az 也 人 遍 历 横 m 的 完全 狂人 余 系 , 即 若 训 ，… ,7 
尾 模 mm 的 一 组 完全 和 刹 余 系 ; 罗 aris ar 也 是 模 mm 的 一 组 完全 
剩余 系 . 因 此 .有 且 仅 有 -个 x 使 得 
artmoad zz) ， 


]43 


即 同 余 方 程 届 ) 有 且 仅 有 一 个 解 x 三 ri (mod mm). 
证 法 二 、 当 (aym) 王 1 时 ,由 $15 性 质证 知 ,a 对 模 癌 有 逆 
a :人 任 取 一 个 ?满足 
in SmOG m7. 
工 1 一 必 办 
就 满足 同 余 方程 (1). 者 还 有 人 解 x;; 则 有 
dr INOd pi), 
由 此 从 $15 性 质 代 推出 
Ts mod my). 
这 就 证 明了 解数 为 1. 特别 地 ,由 $17 式 (10) 敌 ,这 时 同 余 方 程 (1) 
的 解 尾 
ra ™ plmod m), C3) 
定理 2 同 余 方程 (1) 有 和 解 的 侈 要 杀 件 是 式 (2) 成 这 . 在 有 解 
时 , 它 的 解数 等 和 (oy) ;以 及 从 zo 夺 昌 ) 的 解 , 风 它 的 (amm9) 个 解 


一 
可 
地 三 = 十) 十 i iitmod my) m 
《人 
tO tan eo 1. 《da 


证 法 一 当 呈 一 (ayzz)y 一 1 时 ,这 就 是 定理 1. 所 以 可 假定 Lr 
1. 必要 性 前 面 已 经 证 明 , 下 证 充分 性 . 若 式 (20 成立, 则 直 全 19 证 
理 3 知 ,满足 辐 余 方程 人 1 的 x 的 值 和 满足 同 余 方 程 
这 oi 


Er 二 | mod 一 | (5) 
#8 a! 


的 x 的 值 是 相同 的 . 由 十 Cw/gwmig) 一 1; 故 由 定理 1 知 同 余 方 程 
(5) 有 解 ; 所 以 同 余 方 种 (1) 也 有 解 . 这 就 证 明了 充分 性 . 行 xo 是 同 
余 方程 (1) 的 解 , 则 它 也 是 同 余 方程 (5) 的 解 , 进 而 由 定理 1 知 , 满 
足 同 余 方 程 人 5) 的 所 有 的 x 的 值 足 


zz mod | 。 《和 


上 和 4 


由 上 上 面 讨论 知 , 式 (6) 也 给 出 了 满足 同 余 方程 <1) 的 所 有 的 x 的 值 
(不 是 解数 ). 由 16 定理 4 的 式 (7)( 取 一 mi/g'r 一 Xxo,d 一 gg) 
基 , 由 式 { 人 给 出 的 模 mrig 的 同 余 类 zo mod Cm/g) 就 是 以 下 g 个 
模 54 的 同 余 类 之 和 ; 


Tt mod mr, fC—=0u*,gCO—1. 


这 就 证 明定 理 移 后 -- 半 结论 . 
证 法 二 我 们 通过 讨论 一 次 辐 余 方程 和 一 次 不 定 方程 的 关系 
来 证 时 定理 . 脐 见 . 辐 余 方程 (1) 与 不 定 方 程 
dx yo £7) 
问 时 有 人 解 或 元 解 , 且 有 有 和解 时 满足 这 两 个 方程 的 x 的 值 完全 相同 .由 
838 定理 1 知 , 不 定 方 程 (7) 有 解 的 充 要 杀 件 是 (6a,mm) 二 (a, -jm} 
.这 距 江 明了 定理 的 前 一 半 结 论 . 当 同 人 方程 异 ) 有 解 x 时 ,不 
定 方 程 67 ?有 解 二 :yo 这 里 
We) 7 2， {《 吕 ) 
进而 ,由 $8 定理 2 知 , 不 定 方 程 (?7) 的 全 部 解 为 (注意 正 负 莱 ); 
Ck Yo Yo t amy ， 
{一 Ds: 二 1] 二 2 C9) 
由 前 面 讨论 知 , 满 足 同 余 方程 (1) 的 所 有 的 x 的 值 为 


i 二 人 ,二 1]; 士 2 ,nn. C10) 


i 
车 “tn 《ea epi) 4 


这 就 正 异 疡 fam) 的 一 个 同人 条 类 
Fl 

Ce ,7 
由 16 定理 4 的 式 (67735 取 mm 一 六 fear ns 一 上 ) 知 ,这 个 
模 ze mm 的 问 余 类 就 是 式 (047 络 出 的 (ay 个 模 六 的 隔 人 多 次 之 
种. 这 就 让 明了 定理 的 后 … 半 结论 . 

定理 1 和 定理 2 不 仅 从 理论 上 完全 解决 了 间作 方程 (1) 的 求 
解 问题 ,而 且 给 出 的 不 同 的 证 法 实际 上 是 指出 基体 求 解 的 各 种 
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Tn moOd 


方法 . 下面 来 介绍 - -种 直接 求解 同 余 方程 人 1) 的 算法 , 它 类 似 下 8 
例 3 中 解 一 元 :次 全 定 方程 的 算法 . 


i) Waatmod mm 2 am nod m}, 
2 和 19 定理 1 若 |, 同 余 方 程 民 1) 就 是 同 余 方程 
Ahod yp). 11 
CD 问 全 上 广 程 (10 与 同 作 方程 
my tnodl|a|) Cl]2) 


问 时 丰 解 蚂 无 解 . 这 是 因为 由 定理 2 的 证 法 二 中 知 , 回 余 方 称 C111) 
不 湛 广 程 
ry 
国有 解 或 无 和解 ,| 而 这 不 定 方 程 可 写 六 | 
my 

器 样 理 和 由, 上述 不 冠 方程 与 问 余 方程 (12} 同 时 有 人 解 或 元 解 . 

iD yo mod | 是 C2) 的 解 . 风 xo mod wr 是 0117).(1) 
时 解 , 这 下 

Ta {my ol. {13) 
记过 米 , 征 zoomod 天 是 人 有 即 C17 的 解 , 则 v6 mod :a | 是 (C12) 的 
解 ,这 出 
Fe aT HL 11) 

此 外. 行 moedlal modla| 是 (127 的 阿 全 不 同 的 解 . 则 相应 
地 确定 的 ;mod myro mod mm 也 是 (17 即 (1) 的 两 个 不 同 的 艇 .所 
以 2 和 (由 妈 (的 解数 相同 (请 填 阁 和 白 己 验证 这 些 结论 ， 

以 上 的 步 皮 20) ,GD ,GD 表明 求解 模 关 的 同 休 方程 (1), 通 
过问 休 方程 忆 1) 转 化 为 求解 较 小 的 模 |a | 的 间 余 方程 (127, 如 果 
(1 能 江 即 解 出 , 则 由 13) 就 得 到 (1) 的 全 部 解 ; 如 果 (12) 还 不 窗 
易 解 守则 继续 对 性 用 步骤 6 ,0i) ,化 为 -一 模 更 小 的 同 余 方程 , 这 
样 进 行 下 去 总 能 使 问题 归 税 为 求解 一 模 很 小 有 能 直接 看 出 其 是 再 
有 人 解 的 同 余 方 程 , 短 依 次 利用 式 中 3){ 即 步 又 tiii)) 肥 向 推导 县 本 
求 得 (1) 的 全 部 解 .下面 来 举 个 县 体例 子 . 
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例 1 解 问 和 全 方 笠 5897 1026(0mod 817》 
Re od RLY -22842094rmod S173 
凡尘 人 机 Sy lad F280 
od 7) 8 3 
i 1 3970 人 Cr Se 
AR mod L070 a 0med 19). 
这 表 遇 最 上 站 个 和 闫 和 的 同 余 方位 对 模 19 大 15 个 解 : 
Dl med 19}, 
二 TS 这 民 问 推 生生: 关上 和 对 异 38 的 同和 苇 广 种 有 有 
13 个 能 
mda [9 719 x tmod 38), 
Ol .1S: 
这 站 檬 7 19 人 
ar 238ini (mod 53 
Ta; 
基 王 2 对 覆 228 门 同 余 方 程 有 19 个 解 : 
9 一) 一 11232837， 
nal ,118; 
最 入 得 较 . 对 模 517 的 间 | 余 方程 有 19 个 解 : 
1 Bly 2090 7 228) 二 43w—17tmod $170), 
#1 ,18. 
往 证 用 这 -方法 时 ,和 干 方 个 要 把 天 ,aa 摘 错 (特别 是 41 的 
上 记号 此 让, 旭 果 佳 还 所 这 方 流 的 过 程 中 ,和 用 辣 余 式 的 性 质 化 
简 网 余 方程 时 . 改 卡 了 问 侠 方程 的 模 , 则 要 注意 方程 的 解数 . 所 如 、 
在 例 1 中: 当 得 到 了 同 休 方程 
8 一 198mod 95) [153 
后 ;如果 利 用 $15 性质 区 ,加 得 到 
2z= 1mod 5). 
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易 看 出 ,满足 这 同 余 方 程 的 所 有 的 z 的 值 是 
=mod 37. 
但 原来 对 x 的 同 纹 方 竹 的 模 国 95 为 了 得 到 原 方 得 (15) 的 解数 ， 
就 过 可用 $316 定理 44, 得 到 C415) 有 19 个 解 ， 
= ls. 
这 就 是 存 例 主 中 得 测 的 . 下界 的 司法 和 俩 1- 
例 2 21 一 38fnmaocl| ]17)., 
217r 二 38(maod 1177 
a olive 38mod 91 — v1tmod 21) 
< “21 4tmod qe d= — dlmod G2 
一 (mod 3)4. 0 w=1(mod 3), 


最 后 的 问 余 方 套 无 佣 . 所 以 响 方 各 元 解 . 


习题 二 十 
水解 上 下 证 一 J 点 访问 对 方 猩 ， 
[1 Brimoe] 了 33 fi 有 2 15}: 
{it arderod 40). [全 一 


tw) BFrRlNtmeod 13978, Cw) 40x55SI00 mod O89), 

2 ， 一 小 正 测 从 ， 
i BT: 他 方程 vw 三 nmod mm 的 解 一 证 是 门 -八方 各 ar 二 
i Ei jemod HT 和, 友 过 菏 革 093 生生 ii 癌 HH， 

你 能 利 册 上 题 提出 一 个 解 一 元 一 次 辐 余 方 程 的 方法 吗 ? 用 

析 -可 | i 法 玉 解 (i) B87 一 Timod 23710i) 5 二 ] (mod 12). 并 指 
出 庶 用 这 方法 时 竖 注 音 什 人 么 ? 

4 拔 人 am 一 1 是 整数 -所 下 六 z) 是 下 系 数 和 多项式 ， 

glv)= tay ps). 
证 明 : 回 贫 疗 各 fF 一 0mod p20) 生 gty) 二 0Cmod 区 ) 的 解数 相 
回 . 许 指出 如 何人 队 解 出 .Frss0otcnmnod p22 的 解 米 求 Hg(Cy) 一 
1 二 吕 


netnod za 的 解 ， 
5， 利 用 上 题 来 解 & 19 中 的 例 1, 例 2 战例 3. 
8. iE 戎 : 间作 方程 f(r) 0 mod 7 的 解数 


nt | 四 一 


一 六 方 立 Se mt 
出 此 推出 , 当 (x) 二 ax 一 上 Hf 
pe 六 Gy Ga ,mm |b; 
| D0, mm th. 


ld49 


$ 21 一 次 同 余 方 程 组 .儿子 定理 


本 节 来 讨论 最 简单 的 同 余 方 程 组 , 即 由 下 面 定 理 1 中式 ( 噶 ) 给 
出 的 一 次 同人 条 方程 组 . 诺 理 1 称 为 朱子 定 再 ,是 数论 9 慑 重要 站 全 
本 定理 之 一 

.定理 1 孙子 定理 ) 设 zr:，,… ;ms 是 两 两 既 约 的 止 整 数 . 那 
人 么 ,对 任意 晨 数 aas 一 次 同 余 方程 组 


T= mod mj), lj (1) 
必 有 解 ,理解 数 为 1. 事实 上 , 同 余 方程 组 (1) 的 解 是 
z= MMr!a + "+ MMi a (mod m), (2) 
这 里 m=m mm mM (jk), 以 及 MF! 是 满足 
MM lmod tm) ， 1 天 (3) 


的 一 个 整数 ( 即 是 2; 对 模 mm 的 着 ?全 
证 法 一 ”由 于 zr ，… ,ms 两 两 跷 约 ; 所 以 

m= Lr | py, C4) 

先 来 证 车 向 余 方 程 组 (1) 有 人 解 oc ,ci; 则 必 有 
C= Inod mm). 

这 是 因为 当 ci,cs 均 是 同 余 方 程 组 (1) 的 解 时 , 必 有 

cc (mod my) ， ] 去 -FS 网， 
由 于 rs… my 两 两 购 约 ,利用 $ 15 性质 区 ,从 上 式 及 式 (4) 训 推 
出 所 要 的 结论 .这 就 证 明了 同 余 方程 组 (1) 蔡 有 解 则 解数 为 1. 下 
面 来 证 由 式 (2) 中 给 出 的 

c=MM la 十 十 Me (5) 


全 这 里 M1 Mz! 内 要 取 定 一 个 整数 ,对 不 同 欧 取 值 , 式 (2} 表 面 上 舍 有 不 同 
的 值 ,但 对 模 mm 着 隔 作 的 . 
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确 是 癌 余 方程 组 55) 的 解 . 显 乞 ,ja4 一 1: 所 以 满足 式 63) 的 
从 丰 在 ,由 式 (37) 太 可 | 六 就 推出 
cM Maa (mod mm) ， lj 
寻 c 起 解 . 证 毕 ， . 
江 法 一 中 然 简 捍 , 但 为 什么 有 形式 (2) 的 解 则 看 不 清楚 ,下面 
以 下 二 2 为 例 来 给 出 圾 一 让 法 ， 
证 法 二 泡 简 单 起 见 考 虚 一 ? 的 情形 ,现在 .zm 二 200912, MD 
二 js A 一 ms 上 同人 方程 组 (1) 是 
[z=ai(mod nr), 
[x=a, mod rm, ), 
由 第 一 全 方程 知 . 可 把 > 表 为 
r=a1 二 my. C7 
议 样 ,加 余 方程 组 (6) 变 为 问 余 方程 
mya (mod Hs}, 
Bh 
Moya — Anod me:), 
和 由 和 20 定理 1 的 证 法 二 知 
yy as A) mod rm). 


进而 有 
my M,N a — ea) mod m). 
是 此 及 式 (7) 得 
Ta Maa mod pi) 
tl MN et Mi Ny es (mod pi). (8) 
由 pn mas 的 对 称 性 , 问 样 本 得 
TN Nat MM Datmod my), «QO) 


但 式 (8).(9) 还 表 不 庆 我 们 需要 的 式 (2) (一 2) 的 形式 .但 利用 式 
(3) (让 二 2) ,和 容 艺 着 出 
MM i MM ! (mod M1 ，, 


MM 1 MMi mod ms. 
扩 以 
MM El— MMi mod m). 
由 此 及 式 (8) (或 (9)) 过 即 推出 ; 者 工 是 解 则 必 有 有 
r= MM a MM a tmod 六) 
容易 验证 MMT!al -+ MMz1as 的 确 是 同 余 方 程 组 C06) 的 解 . 证 毕 . 
大 约 在 公元 5 一 6 世纪 ,我 国 南北 朝 时 期 有 一 部 著名 的 委 术 著 
作 # 种 于 算 经 》, 其 中 有 这 样 一 个 * 物 不 知 数 ” 问 题 :“ 今 有 物 ,不 知 其 
数 , 三 二 数 之 镜 - ,五 五 数 之 剩 二 ,七 七 数 之 剩 二 , 同 物 几 何 ? ”这 就 
是 要 求 同 作 方程 组 


r=3(mod 5) ， C10) 
X==2{mod 7) 
的 正 整 数 解 . 书 中 求 出 了 满足 这 一 问题 的 最 小 正 整 数 解 二 一 23， 所 
用 的 和 具体 解法 实质 上 就 是 求 这 同 祭 方程 组 的 形 如 式 (22 的 解 . 由 
此 ,把 定理 1 称 为 孙子 剩余 定理 或 孙子 定理 , 同 际 上 称 为 中 国 剩余 
定理 . 我 们 来 解 问 余 方程 组 (10) ,这 里 
Wi zz 了 了 )， 
M35, M=21, Ms=15, 
容易 算出 可 取 M7T' 一 2,Mz! 二 11MF 1! 二 1. 因 此 (10) 的 解 为 
r=35*2.2+21-1.3+15*1*2 
==233 王 23(mod 105). 
因此 ,满足 “* 物 不 知 数 " 问 题 的 正 整 数 解 中 
7 一 23 十 105t， 1 二 0,1,2,."， 


[= 37, 


最 小 的 为 23. 
示 子 定理 是 数论 中 最 重要 的 基本 定理 之 一 . 它 实 质 二 刻 国 了 
剩余 系 的 结 榴 . 这 就 是 下 面 的 定理 . 
定理 2 启 yy MA 同 定 理 1. 
再 设 
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工 一 AM TI 十 十 zk C11) 
那么 , 当 zx 分别 亿 历 模 汉 1;…, 模 mms 的 完全 ( 既 约 ) 剩 余 系 
时 ,之 沉 历 模 x 的 完全 ( 开 约 剩余 系 , 日 有 
TX 二 Xmod mi)， 17， C1l2) 
证 ” 先 来 证 关于 完全 剩余 系 的 结论 . 当 x ,… ,xs 分别 浪 沪 模 
mi 模 mas 的 完全 剩余 系 时 ,时 式 5C11) 共 得 到 可 4 一 站 个 工 
的 值 . 因此 ,只 要 证 明 这 mx 个 + 值 两 两 不 同 余 模 rm. 设 
TO MM ri MM x, 
那么 ,zf 到 zeod 和 7 的 充 要 茶 件 旦 
Xx (mod mi), 1 1h. 
由 式 人 43) 及 MM 二 O06mod m2 yj ;可 推出 ; 式 612) 成 立 旦 上 式 
即 为 
I 一 Xi(mod mm)， 1] < 7S 
由 于 zz 在 模 mm， a Tj 一 一 
z' 这 就 证 明了 所 要 结 
下 证 关于 既 约 剩余 系 的 结论 由 于 一 个 完全 剩余 系 中 柯 模 互 
素 的 数组 成 一 个 既 约 剩余 系 . 央 此 ,人 征 已 经 证 时 了 关于 完全 剩余 系 
的 结论 后 ,只 要 证 明 : 由 式 (11) 给 出 的 zx, (zx,mr) 二 1 的 充 要 条 人 忻 
是 
(7501 一 1 1] < js 二 《13) 
由 于 Lx,m) 一 1 成 立 的 充 要 条 件 是 (为 什么 
(xm) 二 1]， 1 所 7 世上 ， 
上 此 及 式 (12) 就 惟 出 式 (13) 成 江 . 证 毕 . 
由 定理 2 及 $16 定理 10 立即 推出 
定理 3 在 定理 2 的 条 件 . 符 与 下 , 刘 1,…,ar 是 给 定 整 数 ， 
《ai 一 1 1<7R, 再 设 
zz =Marz 十 人 十 有 kk， C14) 
那么 , 当 zz 分 别 般 历 模 和 1 模 和 的 完全 (婚约 ?剩余 系 
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时 .请 历 模 六 的 完全 (婚约 ?剩余 系 . 
证 由 $16 定理 10 知 ,zx 与 ajMjx) 同时 遍历 模 mm 的 完全 
(有 托 约 ) 铀 人 雏 系 .所 以 .在 定理 2 式 和 1) 中 以 aMixr, 代 ;结论 仍然 
成 六 .这 时 式 (11) 下 为 
TA eae) Fe MN esi, re). 
由 此 及 (为 什么 ) 
MM (aMr) Na,r, (mod m) 
就 推出 所 要 结论 . 证 毕 . 
由 定理 2 可 立即 推出 Euler 是 数 ee) 是 和 性 末 数 , 即 给 出 了 
XX 一 个 证 明 ( 另 两 证 明 见 13 定理 1、§$ 17 定理 1). 
定理 4 Eulcr 图 数 gim) 是 积 福 明 数 ,有 即 
OI ORE) Cm rns) Oo—= ]. 【二 
证 ”在 定型 2 中 取 上 一 2 当 x 记述 | 及 的 铀 余 系 ,zx) 
取 gm) 个 信 ,x; 遍 天 模 普 ,的 既 药 剩余 系 时 ra 个 人 这 
和 相 谨 由 式 C11) 人 时 二 2) 给 出 的 xz 取 glmyglwr) 个 值 . 而 定理 2 己 
经 让 明 ， 相 详 的 这 些 从 zz 愉 好 是 模 的 网 约 镜 余 条 , 即 有 glxm) 个 
值 .由 此 及 一 p81s 号 证 明了 式 (0157,. 证 第 ， 
面 来 学 几 个 例 . 
例 1 解 问 余 方 程 组 
x=] (nod 3)， 
X= 1mod 5)., 
=mod 7 了 77 ， 
了 一 一 20nmod 11). 
解 取 了 一 3 一 5 一 7 一 11, 满 足 定 理 1 的 条 件 , 这 
了 | .一 5 1 一 3 7 11 MQ=3*5*+1l,M=3， 35*7. 
我 们 来 求 好 六 由 于 唱 王 (一 1 (01 (一 1 二 1(mod 3), 所 以 
l=M MT =MT mod 3), 
因此 可 取 M7 二 11. 由 MM 二 (一 2)*， (2)， 1 三 1(mod 5) 知 ， 
1=M,Ms eM (mod 5), 
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国 此 可 取 M11 出 二 3 + 5+* 4 三 4(mod 7 了 ?7 知 . 
l=M,My 4 Cnhlod 7 了 7) ， 
因此 可 取 M1 一 2. 由 M43+*5* 7 二 4*， 7 三 6(mod ]17 乔 ， 
1—MM NM Cmod 11), 
国 此 可 取 4 一 2 进而 由 定理 1 短 同 余 方 程 组 解 方 
sac7ell)aiol-( 3711)1 (一 1 十 3.5 111) 22 
(3.5.732( 一 2)Cmod 3 57。11)、 


gp 
T8231 460 120 二 394(meod 113357. 
例 2 求 相 邻 的 妇 个 浆 数 ,它们 依次 可 被 .33.57 公关 整除 . 
解 ” 设 这 装 个 相 名 整数 汉 -1 让 十] 2 求 诬 证 
足 
med 237， AOUnod 37), 
mod HY rd A. 
所 以 ,这 是 一 个 稀 同 余 方 程 组 问题 ,这 虫 
Ni 1 3 :HT 
天 ee 约 , 灌 星 定理 1 的 条 件 .一 3250:77, AM 一 2:5*7* ,MN 一 
7 A OE 出 M1 1» 1==] (mod 2:7)$0, 


{I— MN NM (mod 2°)., 
司 二 可 访 A 一 A 一 1 16d 3 ) 敌 
l=Ni, Ni !== 4 81. Im 号 1 


同时 可 过 ME; 一 -2. 出 MM; 三 2 21: 二 2 一 一 11tmoed 5 有 74 ， 
1 1lMy mod 3:),， 
?二 220 3M mod SY), 


16 二 24M7 三 MM; (mod 5°),， 
夺 比 是 取 1 二 3. 由 MM 二 一 13)0 一 24) 二 3 "6 二 18(mod 7 ) 乔 
1 二 MM S18M, ' (mod 7°). 
3 二 54M, ! 二 5M (mod 7°),， 
30 二 50M7 二 Mi! (mod 72)， 


因此 可 取 MI: 一 一 19. 因而 由 定理 1 知 

了 一 35 十 2 于 2 

十 2 .33 一 19) (一 2)Cmod 2235 
rl]1]1025— 15876-131200 二 29349tmod 44100). 

所 以 满足 要 求 的 四 个 相 邻 整数 有 无 穷 多 组 ,它们 是 
29348 十 44100:,。 29349 十 44100:， 
29350 二 44100:， 29351 十 44100r，, 

£ 一 0, 士 ] ,十 2, 

散 小 的 这 样 的 四 个 租 邻 淖 整数 是 ， 

29348.2903490,29350,29351. 

例 3 求 模 11 的 一 组 完全 剩 条 系 , 使 其 中 每 个 数 被 2,3,5，,7 
际 后 的 余数 分 别 为 1, 一 1,1， 1. 

解 ” 在 定理 ?2 中 也 一 ?7 二 9373 一 598m4 一 ?ys 一 11 ,上 
入 1 一 一] ;一 1 ,ws 二 一 ]. 这 样 ,由 定理 ?2 知 , 当 x: 鼎 沪 
术 11 的 完全 和 镜 余 系 时 ， 

r= MM — MAM + MM MM + Me Ms rs 
就 给 出 了 所 要 求 的 完全 剩余 系 ( 为 什么 ). 下 面 来 求 Wi 过 了 
5 由 由 ;三 1Cmod 27 全， 
1 = MT =M mod 2),， 

所 以 可 取 M7! 二 1. 由 ;三 一 ] tmod 3) 知 ， 
1= 王 an 1 一 (一 1) M;' (mod 3), 

所 以 可 取 7! 二 一 1 由 MM 二 2(mod 5) 知 ， 

1=M;NM; !=2My ! (mod 5), 

所 以 可 有 缮 M7 ' 二 一 2. 由 二 1mod 7) 知 ， 

l=:M MM tmod 7 了 7)， 

所 以 可 取 MT! 二 1. 由 MM; 圭 1 Gnod 11) 知 ， 

1 二 = AT =M mod 11),， 

所 以 可 取 MF! 一 1. 这样 就 得 到 

=o=3*5.7°11+2**5*+7*11T23*+7"11*(—2) 
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—2*3*5*1]1T+23*5*77; 
一 1155 十 770 一 924 一 330 十 2105 
一 上 7 十 21073 一 2100x5 了 | 3 十 41. 
只 有 这 样 性 质 的 最 小 的 正 的 模 11 的 完全 剩余 系 是 : 
41,210 二 41;210 " 2 一 41， 
210 = 3 二 4] ,210 * 4 十 41,210*+ 5 十 41， 
210 + 6 二 T41210* 7 二 41,210*， 8 十 41， 
210* 9 二 41,2]10* 10 二 41. 
例 4 解 同 余 方程 组 
T=3(mod $Y zll(mod 20)， x=l (nod 15), 
解 这 里 mm 一 8 一 20,m3 一 15 不 琴 两 巾 约 ,所 以 不 能 直接 
用 定理 1. 突 易 看 出 ,这 同 余 方程 组 的 解 和 同 余 方 程 组 
3frmod 8),， 
TT 二 11 mod 4)， 
工 和 二] 1 {mod 5)， 
T=1(mod 5357， 
Tl {mod 3} 
的 解 相 同 . 最 见 , 满 足 第 一 个 方程 的 x 必 满 足 第 一 个 方程 ,而 第 
三 ,第 四 个 方程 是 一 样 的 . 因此 , 原 同 余 方 程 组 和 同 余 方程 组 


=3(mod 8) ， 
| ea 5 >》 ， 《1 6) 
二 ] (mod 37 
的 解 相同 . 同 全 方程 组 (16) 满 足 定理 1 的 条 件 . 容易 解 出 ( 留 给 读 
者 } 同 余 方 程 组 (16) 的 解 为 


29tmod 1207. 
注意 到 L8,.20,15] 一 120, 所 以 这 也 就 是 序 同 余 方程 组 的 解 , 旦 解数 
汐 1. 
例 4 给 册 了 模 阅 …as 不 是 两 两 辐 芍 时 ,同人 杂 方程 组 (17 划 
何 求解 的 具体 例子 . 对 于 一 般 情 形 的 解法 原则 上 也 是 这 样 .这 些 讨 
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论 将 彼 在 习题 中 . 
例 5 解 同 余 方 循 19x 二 556(mod 1155). 
解 ” 这 荐 一 个 一 次 同 余 方程 ,当然 可 以 及 $3 20 的 方法 洲 解 . 
这 符 我们 把 写 化 为 模 较 小 的 一 次 同 余 方 程 组 来 解 , 这 种 办法 有 时 
是 方便 的 , 由 于 1135 二 3，5*7*1]11l. 所 以 和 中 $15 性质 代 千 ,这 个 
吕 余 并 程 和 同 余 方程 组 
19zr—5586tmod 3), 11935556fmoad 局 
19r=556Cmod 7). 197 一 556Cmod 11) 
的 解 相同 , 利用 半 19 的 定理 160 :这 同 余 方程 组 就 是 
2—](tmod 3), —x+=l(tmod 5), 
—27 三 3tmod 70. —3r=tmod 113. 
和 泪 而 ,再 利用 $ 19 的 定理 1 的 GD 和 和 GD (有 即 解 出 上 上述 同 余 方 程 组 中 
的 第 二 ,第 三 ,第 四 个 方程 ), 上 述 同 余 方 程 组 就 焉 六 
Tlimod 37, X= 一 l(tmod 5)， 
T=2tmod 7), x 二 —2tmod 11). 


这 同 余 上 广 程 组 磊 可 用 定理 1 的 方法 来 苟 . 实际 上 ,这 就 是 例 1 中 的 
同 余 方程 组, 它 的 解 是 


394fmod 11533)., 
这 了 叉 是 友 癌 余 方 程 的 解 . 
例 6 解 同 余 方程 组 
Ztmod 7), x10tmod 8&)., 
解 这 不 是 定理 1 中 的 问 余 方程 组 的 形式 , 窑 易 看 出 ,第 -个 
同 余 方程 有 解 且 解数 为 2 具体 求解 留 给 该 井 ): 
二 一 1 ,3tmod 8). 
盯 此 ,和 序 同 余 方 程 组 的 解 就 是 以 下 两 个 同 余 方 各 组 的 解 
3ftmod 7), 3 一 一 ] mod 8): C17) 


r=3tmod 7}, z=3(mod 8}. (C18) 
容声 求 出 { 留 给 计 阁 ), 同 余 方 程 组 (17) 的 解 是 z+ 寺 31(mod 56); 同 
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余 方 程 组 (18) 的 解 是 z 寺 3Cmod 56). 所 以 , 原 同 余 方程 组 的 解数 
为 2, 其 解 为 
TEE3314mod 567. 
例 7 解 问 余 方程 组 
13x 三 1(mod 10)， 
[4zs7Cmod 15)， 
解 ”利用 解 例 4 的 方法 :这 问 条 方程 组 的 解 与 后 余 方 程 弓 
3z=itmod 2),， 
37 三 1] (mod 3 
4 了 (med 3), 
4r=7 (mod 5) 
的 解 相同 .但 第 二 个 同 余 方 程 3x 寺 1Cmod 5) 可 化 为 xz 一 2 (mod 5)， 
字 轩 个 同 余 方程 4x 寺 7mod 5 可 化 为 一 一 2(mod 5), 二 x 一 2 
(mod 5 了 玉 盾 ,所 以 原 同 余 方 程 组 无 解 . 
最 后 ,证 表 一 个 有 关 问 余 方 程 解数 的 定理 , 它 是 朱子 定理 的 推 
论 . 
定理 S 说 癌 :两 两 下 紊 :由 一 站 os 以 及 Fr) 是 整 
系数 多项式, 我 们 有 
了 一 £1) 
这 里 了 (站 ;2) 表 同伴 方程 F(z) 一 0(mod 2 的 解数 (网 全 197. 也 
未 是 说 ;解数 本 Cf 了 ;nn) 是 nn 的 积 性 函数 ， 
证 记 z=TOfm) ,t= 1 由 19 讨论 知 ， 
同 余 方程 
firy0(mnd mm) C2O) 
的 解 与 解数 和 问 余 方程 组 
f=0mod mi)}, lk C21) 
的 解 与 解数 相 问 . 因此 ,只 要 有 某 一 个 志 一 0, 式 (19) 就 成 站, 所 以 
下 面 假定 400 和 j 寺 和 ), 设 a,… ai" 是 同 余 方 程 
Frmod mm;) 《22 
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的 全 部 两 两 不 同 余 模 mm; 的 解 . a;,… ,a 基 同 余 方程 1420), 即 辣 余 
方程 组 (21) 的 全 部 两 两 不 同 余 模 xr 的 解 ,这 翌 , 对 每 :个 后 Cs 
st 及 取 定 的 5 过 ER) 有 且 仪 有 一 个 ar (和 rj 所 4) 满 号 


4a (mod mj). (23) 
中 比 , 对 每 个 a 必 有 唯一 的 数组 
La vs ve E C24) 


厅 之 对 应 , 且 不 同 的 a; 一 定 对 应 于 不 同 的 数组 (24). 由 于 共有 
tt 个 不 同 的 数组 t24), 所 以 有 
让 SEE 
瓜 过 来 ,对 给 定 的 一 个 数组 (24), 由 种 于 定理 知 , 同 余 方程 组 
ra (mod ny) 1 C25) 
对 模 六 右 唯一 解 c 显 外 ce 满足 同 余 方程 组 (621), 即 问 余 方程 
(20). 国 而 , 愉 有 唯一 的 a,(1 志 7 过门 满足 
atmod py. 
即 每 个 数组 4 必 有 唯一 的 4 与 之 对 应 . 村 由 孙子 定理 关 .四 个 
不 辐 的 数组 (24) 所 对 说 的 a， 一 定 是 不 同 的 ,所 以 
fl" 
内 此 ,二 有 即 式 (09) 成 并 .证 内 ， 
定理 的 意义 还 在 二 指出 了 一 般 同 余 方 程 620)5 邯 同 余 方程 
组 (217)) 的 求解 途径 : 即 先 解 出 得 一 个 同 余 方程 622) 的 全 部 解 
at ain; 然后 ,对 每 一 个 数组 (24), 求 次 同 余 方程 组 (25) 的 
解 ;由 这 样 得 到 的 &…is 个 解 就 是 同 余 方程 (20) 的 全 部 解 . 当 对 某 
个 j 同 余 方 程 (22) 无 解 , 同 作 方程 (20) 也 无 解 . 通常 , 当 mm 一 
pnpeH 时 , 联 jm 一 7. 这 样 ,一 般 同 余 方 程 的 求解 号 归结 为 模 为 
素数 宣 的 同 余 方程 的 求解 ,后 者 将 在 3 26 讨论 . 应该 指出 .前 向 前 
例 5 就 是 按 这 样 的 方法 求解 的 


习题 二 十 一 


1. 求解 下 列 一 元 一 次 同 余 方程 组 
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(1 vdfmod 117 +3Cmod 17); 
Ci) r=2Cmod 53) moqd 8),73(mod 7)， 
= 六 (OO 112: 

CN} Betmod 10233: 334=100mocd 177 1 

Uv) rmod 357 71lltmod 55) .72(mod 33) 
(其 中 全) ,G00 用 定理 1 的 让 法 中 的 方法 来 解 ). 

2. 把 同 作 方程 化 为 同 余 方 程 组 来 解 . 

(iT 3 一 Cnmeod 140); Cl) 17 三 229Ktmncxd 15407., 

3， 有 一 个 人 每 工作 八大 刁 休 忆 两 天 .有 一 沈 他 在 层 期 略 . 星 
期 日 休 奶 , 问 最 少 归 几 周 语 他 可 以 在 星期 大 休 岂 . 

4. 设 大 是 给 定 的 止 整数 ,a ya 是 两 两 婚约 的 正 整 数 . 证 
明定 存在 关 个 相 吕 整数 ,使 得 第 个 数 被 a) 整除 (和 7 和 ). 

53. 设 ra ,ms 两 两 婚约 . 那么 , 同 余 方程 组 

uatep (mod mm), lj, 

有 有 解 的 充 要 杀 件 是 每 … 个 同 余 方程 ajx 三 ,Cmod mm,) 均 可 解 , 即 
Cap [PCT 当下 了 末末 杀 约 时 这 绩 论 成 这 吗 ? 

6. 证 明 : 同 余 方程 组 x 一 uj(mod mm,}(j 二 1,2) 有 和 解 的 充 要 条 
件 是 6,rsyltai 一 as 台 有 解 则 对 模 Li ,zms | 的 解数 为 1] 

?7. 证 明 : 同 余 方程 组 x+ 三 ajytmod mL1s3Jst2 有 和 解 的 充 昌 
和 茶 件 是 (mm 一 sy7 二 外 大 有 解 则 对 模 [Lzw，… ,sj 
的 解数 为 1. 

8 设 点 一 [Lm yx] .证 用 

Ci) 一 定 本 找到 一 组 正 整 数 ma 满足 ; mi | mj(1 寺 7 志 
才 ) 7 ot 两 两 嫩 约 ,下 了 瑟 一 了 1 

tii 者 同 余 方程 组 x 二 ajtmod mn (1 所 7 所 有 8) 有 解 , 则 它 的 解 
与 同 余 方程 组 + 二 ay(mod m') 的 解 相同 . 

9. 求 下 列 二 元 一 次 同 余 方 程 组 的 解 : 

(i) 3 二 4 二 Biod 137927 二 597 了 7Ctmod 13); 

C1) zr 3y 二 ll (mod 5)，37 十 43y= 王 2Cmaod 5); 
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(ii 2 一 33=9fmod 7 了 7) ， 工 二 57y= 上 CDoad 7) ， 
10， 没 站 六 1 一 cdacytpyt) 一 1. 那 么 ,二 元 一 次 同 余 方 
程 组 
cf 十 yetmeod my, 
ext 十 cromoad zz ) 
对 模 mx 有 了 唯一 解 ; 
X= le--bf i(mod mm), 
过 纪委 A 二 1 (med wi), 
11， 0 求 模 13 的 一 组 完全 镜 作 系列 …… 71;: 满 足 
r=itmod 3), 0mod 了 77， 1 13, 
ci 求 模 23 的 -- 组 完全 剩余 系 mr : 注 亚 
mi-—1(tmod 2), rl](mod 3),， 


,二 0 tmod 7), 1<21E23. 


yA af —ee} mod m), 


ritmod 5),， 
12. 求 同 余 方 程 x 十 x 三 0(mod 区 ) 的 解数 公式 ， 
13. 说 gr pps 四 婚约 ,tajp:m) 二 1. 证明, 当 z 
山 模 m1; 的 完全 ( 既 约 ?剩余 系 (1 雪 7 时、 
zhar tN MR 


好 分 别 避 


“i 十 A ] 二 Yes 
遍历 模 严 一 四 po 的 完全 ( 慨 约 ) 铀 余 系 ,这 里 和 Mj 一 mm, (1 


.此 外 ,还 满 中 


r=uMir {mod 1 1 


解释 本 题 的 含意 . 
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3 22 模 为 素数 的 二 次 同 余 方程 


本 讨论 模 为 素数 的 二 次 同 余 方程 的 一 般 理 论 ,并 在 下 两 节 
讨论 由 此 引出 的 Legendre 符 寻 Gauss 二 深 互 也 律 ,以 下 Jacobi 
符号 ,由 上 z 关 一 2 的 情形 是 好 然 的 ,下 面 必 假定 请 是 奇 素数 . 设 
Pa 二 次 回 余 方 穆 的 … 般 形式 是 

ax ”一 下 rz 十 ec=DOCnaood p). |》 
由 于 pt 42 ,所 以 6 和 同 余 方程 
datax 十 Br 二 ece=DOdgrmod £) 


的 和解 相同 ,上 式 可 写 为 
C2ar-t #4ac (mod p), : C2) 
福 易 在 出 ,通过 变数 苦 撞 十 


y=2ar btmod gp), C3) 
同 侠 方程 (2) 与 同 余 方程 
yp dactmod p) C4) 
是 等 价 的 , 也 号 第 说 , 师 者 同时 有 解 或 无 解 ; 有 解 时 ,对 (4) 的 每 个 
解 :和 wmod 户 ) ,通过 式 5637)5 这 时 是 的 一 演 问 余 方 程 ， ‘ps2a) 
二 1 有 以 解数 六 D2 给 出 1627 的 :一 个 解 x 二 ro Cmod p), 由 (4) 的 不 
癌 风 解 给 出 (2) 的 不 同 的 解 , 且 反 过 来 也 对 ,此 外 两 者 解数 相同 .由 
以 王 讨论 妊 , 我 们 江 些 讨论 形 如 
4 dmod £) C5 
的 同 余 方程 . 当 pp|a 时 ,(5) 仪 有 一 解 
Tmod p), 


出 由 上 基 讨 论 灯 关 的 问 余 三 程 .变数 替换 % 一 24x 十 b 和 式 (31 形 式 的 机 的 变 
数 苦 换 是 一 样 的 . 
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所 以 ,以 后 怕 假 定 pt a 为 了 报 述 方便 ,我 们 3| 进 

定义 1 设 素 数 p 放 2,d 是 整数 :pa 如果 同 余 方程 (5) 有 
解 , 则 称 < 是 模 p 的 二 次 剩余 ; 若 无 解 . 则 称 & 荐 模 p 的 二 次 非 剩 
余 . 

例如 ; 当 思 二 3 有 于 ,dd 三 1 Cmod 3 征管 3 的 次 剩余 ,过 三 
一 ] tmod 3 是 模 3 的 二 次 非 剩 余 . 当 一 3 时 ,dq 二 1, 一 1(mod 5) 
是 模 5 的 二 次 剩余 ,ds 一 20mod 5) 是 模 5 的 次 非 刹 余 . 当 瞩 
二 7 了 时 ,dd 二 1.2,- 3(mod 7) 是 模 7 的 二 次 出 有余 :CE= 一 1 一 2， 
3tmod 7}) 是 模 7 的 .. 深 非 镜 余 . 一般 地 有 以 下 靖 论 ， 

定理 1 在 模 P 的 -一 个 晓 约 剩余 系 中 , 悟 有 (pp 一 1)72 个 模 声 
的 二 次 测 余 ,tp 一 1):? 个 模 户 的 二 次 非 剩 余 . 此外, 右 避 是 模 户 的 
二 次 剩余 , 则 同 余 广 程 (5) 的 解数 为 2. 

证 ” 疮 见 . 只 要 取 异 证 的 绝对 最 小 既 约 剩余 系 


£2 1 6) 
来 讨论 .如 是 模 的 -次 剩余 当 旦 仅 当 
d=| 一 二 站 | ,| 3+ 1 1 


: 六 1 
A -1|， | el) tmod 记 ). 


由 本 (一 六 生产 (nod 疡 ) 所 以 是 模 p 的 一 次 剩余 当 且 仅 当 
LT 2 ,| 2 cmod py. (7) 


当 1 之 7 之 (pp 一 1)12 时 ， 

Ftmod p), (8) 
所 以 , 式 (7) 给 出 了 槛 记 的 全 部 二 次 剩余 ,共有 {pp 一 1);2 个 . 由 于 
模 p 的 婚约 剩余 系 有 思 一 1 个 数 , 所 以 另外 的 (一 1)/2 个 必 为 模 
b 的 一次 非 镜 余 . 这 就 证 明 前 一 兴 结 论 . 当 a 是 模 p 的 二 次 剩余 
时 ,由 式 (7) 及 (8) 扼 , 避 有 了 叭 -一 的 1 守 1 夺 (一 27/ 2, 使 工 寺 
i(mod 思 是 (5) 的 解 , 进 而 就 推出 在 既 约 剩余 系 (86) 中 有 且 仅 有 
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三 士 i(mod 思 ) 基 (5) 的 解 , 即 (5) 的 解数 为 2. 证 毕 . 

以 后 ,为 简单 起 见 , 我 们 就 说 模 p 有 (pp 一 1)/2 个 二 次 剩余 ， 
《pp 一 1)/2 个 一 次 非 剩 余 . 

例 1 求 庆 jl1,17,.19.29 的 一 次 剩余 与 二 次 非 剩 余 . 


模 11 的 二 次 和 刹 余 是; 1.- 一 2,3,4,5; 二 次 非 镜 余 是 ; 一 1,2， 
-一 3, 一 和 ;一 5. 


i 


d= imod 17} 


檬 17 的 .次 剩 余 是 : 十 1 ,二 ?2, 十 4, 圭 8; ‘ 深 非 镜 余 是 ; 士 3， 
二 5; 水 6, 十 说， 


j 


ad—j tmoad 19) | 


模 19 的 二 次 剩余 是 :; 1, 一 2, 3,4,5,6,7, 一 8 9; 二 次 非 剩 
余 是 ; 一 11:2,3,--4, 一 5, 一 6, 一 7,8, 一 9. 


模 29 的 二 次 剩余 是 : 士 1, 土 4, 士 5, 士 6, 士 7, 士 9, 士 13; 一 次 
非 刹 余 是 : 士 2, 二 3, 士 8, 士 10, 士 11, 工 12, 十 14. 

由 这 些 表 不 仅 得 到 了 模 产 的 一 次 剩余 dd; 世 可 查 出 相应 的 二 
次 同 余 方 程 (5) 的 两 个 解 土 j(mod 5). 例如 ,一 2 是 模 19 的 二 次 剩 
傈 ,zx 三 一 2Ltmod 19) 的 两 个 解 是 土 6(mod 19). 

下 和 面 的 定理 从 理论 上 给 出 了 判别 是 否 是 模 p 的 二 次 剩余 
的 方法 . 通常 称 为 Euler 判别 法 . 
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定理 2 设 素 数 pp 半 2.pt cz 于 么 :如是 异 户 的 一 次 剩余 的 充 
坚 杀 件 是 


dod 办) (9) 
4 丰 杰 的 二 次 非 镜 余 的 充 概 条件 中 
dr se Tmod p). C10o) 


证 ” 河 完 来 证 明 对 任 一 pt dd 式 (9) 成 (10) 有 旦 仪 有 一 式 
成 六 ,由 17 定理 4 刊 
dr lmod p). 
因而 有 
(Ca ad ?1)=0mod p). (11) 
由 于 厅 数 产 六 2 此 
(dr ld ?|1)|2, 
浙 以 .由 式 511) 闻 有 即 推 出 式 (93 或 式 (10) 有 和 且 仪 有 一 式 成 谍 . 
直面 米 证 昌 & 是 檬 pp 的 二 深 独 余 的 侈 要 荣 件 是 式 (0) 成 并 . 
多 证 必要 性 . 从 避 是 模 户 的 二 次 镜 余 . 则 必 有 .zs 使 得 
= mod pi 
四 有 有 
zt ld tmod py. 
出 二 pp 所 以 pt ;因此 由 $$ 17 定理 4 知 
2 l(tmod py. 
由 以 上 两 式 就 推出 式 (9) 成 立 . 再 证 充分 性 .证 明 的 方法 与 3$318 定 
理 1 的 证 法 - 样 . 设 式 59) 成 详 .这 时 必 有 pt dt. 性 虚 - 一 次 同 余 方 
得 
a mod 产 )， ‘1l2) 
由 20 定理 1 及 pt a 知 , 对 由 式 (6) 给 出 的 覃 的 鬼 约 和 余 系 中 
的 每 个 六 当 a 一 了 了 时. 必 有 了 唯一 的 x 二 x 属于 上 晓 约 剩余 系 6) ,使 得 
式 (2) 成 立 , 若 4 不 大 权 记 的 二 深 剩 倪 , 则 忆 有 j 关 局 .这样 , 没 约 
镜 余 系 (6) 中 的 p 一 1 个 数 狐 可 按 安 站 人 作为 一 对 ,网 贞 分 完 . 因此 
有 
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《pp 一 1)1 dv mod py. 
由 此 及 8 18 定理 1 知 
2 1 (mod p), 

但 这 和 式 (9) 锌 秆 . 所 以 必 有 某 一 刻 , 使 训 ==z, ,由 此 及 式 (12) 知 a 
是 模 户 的 一 次 剩余 . 这 就 证 明了 充分 性 . 

由 已 经 证 明 的 这 两 部 分 结论 ,立即 推出 定理 翻 下 的 结论 (为 什 
么 ). 正人 毕 . 

出 定理 2 六 县 推出 此 个 有 用 的 结论 . 

推论 3 一 1 是 由 产 的 - 演 剩 余 的 让 要 条 件 是 p 二 1 (mod 4); 
当 p 一 ltmod 4 时， 


一 2 1i 二 一 1Cmod p). C13) 


证 由 定理? 知 ， - 1 古 模 记 的 二 次 剩余 的 充 些 条 件 呈 
(C=1(mod p). 
由 此 总 p 守 2 推 山 充 此 条件 屁 
《一 1 |， 
二 1 m0d 4). 由 $18 定理 1 知 


(一 = 1 | (mod p), (14) 


丙 以 , 当 多 寺 一 1 mod 4) 时 式 避 3) 成 六 .让 毕 . 

推论 4 设 素 数 p 守 2,pt di,pt do. 那么， 

(i 若 dj vd 均 为 模 p 的 二 次 镜 余 , 则 dds 也 是 模 产 的 二 
利 余 : 

(ii 车 dud 均 为 模 记 的 二 次 非 刹 余 ; 刚 Aias 大 模 j 的 二 次 


Qi) 和 若 d 足 模 户 的 二 次 铀 余 ,as 是 模 产 的 一 次 非 剩 余 , 则 
cc 是 术 办 :| .次 不 和 测 余 . 
这 由 迟 理 2 太 
(dd; 9 一 J dd DE 
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让 服 推出. 

定理 2 并 不 居 一 个 实用 的 装着 法 ,; 固 鸭 对 直 体 的 素数 p; 当 全 
不 太太 时 ,我 们 可 以 通过 育 接 计算 式 (6) 的 下 而 的 式 - 于 率 百 接 确 定 
侯 开 of 是 二 次 剩余 ,哪些 是 -次 非 竹 余 . 广 比 验证 吕 合 式 t37 砖 节 
单 . 当 户 较 天 时 ,这 两 种 少 法 者 不 实用 . 只 外 个 何 圳 必 给 曰 了 汉 ， 
癌 怎 样 的 记忆 4 为 它 的 次 镜 余 .例如 ,推论 2 束 解 决 了 #4 一 一 1 
这 一 最 简单 的 情形 , 干 节 将 过 论 这 上 册 个 向 是 

例 2 利用 定 却 2 来 知 项 T 

(iy 3 是 不 足 模 17 鸣 二 次 剩余 : 

(iy 7 足 不 是 模 29 的 一 次 琵 余 . 


解 ”由 3 二 10 (mod 17),3: 王 30 二- 4(mod 17),3 二 
一 1(mod 17) 知 ,3 是 模 17 的 -次 非 剩 余 ， 
由 7 一 一 9Kmod 29),7’ 二 一 5 (mod 29) ,7 二 4(mod 297，7 


三 1tmod 297) ;771 三 1 (mod 29) 知 ,7 是 伐 29 的 二 次 剩余 . 

例 3 判断 下 如 同 余 方程 的 解数 : 

fi x Ol]tmod 81); Qiy rl(tmod 512): 

Cy x — mod 2097， iv) 4 SE 663mod 1877. 

解 ” 由 推论 3 知 方 程 习 的 解数 为 2. 辣 余 方程 (等 价 十 方程 
组 ， x 二 1 Cmed 3) ,三 一 1(mod 17). 这 了 两 个 方程 解数 均 为 2. 出 
§ 21 定理 5 知 , 同 祭 方 程 上 的 解数 为 4. 同 余 方程 人 ii) 等 价 于 方 
程 组 ,zz 王 一 2(mod 11).rs 二 一 2(mod 19) ,由 例 1 的 表 知 ,这 两 
个 上 方程 解数 均 为 2, 由 3 21 定理 5 知 : 同 余 方 程 Gi) 的 解数 为 4. 问 
余 方 程 tiv) 等 价 于 方程 组 x 二 3Cmod 11) ,x 二 5mod 17) .由 例 1 
的 表 知 ,后 一 方程 无 解 , 所 以 原 方 程 万 解 . 


可 题 二 十 二 
1. 利用 定理 2 判断 : 
Ci) 一 8 是 涉 是 模 53 的 二 次 和 镜 侠 ; 
Ci) 8 是 不 是 模 67 的 二 深 剩余 . 
2， 求 下 列 同 余 方 程 的 解数 : 
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i) 2 一 2fmod 871; 《ii rz-2Crnod 67); 
《HI 二 一 20meod 37); (Cv) r=2(mod 3733 
tw) x 1mod 221); (Vi) rlmod 427)., 
3 候 疡 足 友 素 数 ,pfa. 证 明 : 存在 整数 ,vw,(w,w) 二 1, 使 得 
a | ar Omod 让 四 吏 要 羔 件 基 - a 必 模 轧 的 二 次 镜 余 . 
4. 设 记 是 丰 来 数 .把 1,2,-….p 一 1 分 为 此 个 集合 S1,S,, 泪 足 
以 上 条 件 ，(0 SS 均 非 空 集 ;iil 属 十 同一 个 集合 中 的 两 数 相 
来 之 积 忆 和 :中 的 某 个 数 同 余 上 模 pp; Gii) 属于 不 朵 和 集 人 台 的 两 数 
之 积 必 和 5S; 中 的 某 个 数 同 余 于 模 p. 证明; Si 由 1,2. ,一 1 中 
所 有 的 模 疡 的 二 次 剩余 组 成 :5$, 由 其 中 的 所 有 模 记 的 i 沈 非 镜 余 
组 成 .由 各 有 (pa 一 1)72 个 数 . 
5. 设 户 是 奇 素数 .证 明 : 
(2 模 记 的 所 有 一 次 剩余 的 乘积 对 模 yp 的 和 测 余 是 
C1 D2, 
C2 模 疡 的 所 有 二 次 非 剩 余 的 习 积 对 懂 p 的 剩余 是 
{Oo 
(iii) 模 p 的 所 有 二 次 剩余 之 和 对 机 的 剩余 是 ; 1, 当 pp 二 3; 
0 当 访 一 3 
iv》 所 有 二 交 非 剩余 之 和 对 村 的 镜 余 起 多 少 ? 
6. 设 户 古奇 素 数 =1cmod 4), 证 明 : 
(15 28 一 1)72 中 模 关 的 二 次 剩余 与 二 次 非 剩 余 的 个 
数 均 为 (p -一 1)74 个: 
(ii 124. yp 一 ] 中 有 (p17)74 个 侦 数 为 模 记 的 二 深 测 余 ， 
《一 1)74 个 奇数 为 模 疡 的 二 次 镁 余 ， 
Ci 1,2s0 yp 一 二 中 有 (pp 一 1)74 个 偶数 为 模 的“ 深 非 剩 
余 , tp 一 1)/4 个 奇数 为 模 疡 的 二 次 非 剩余 ， 
tiv) 12 :pp 一 1 中 全 体 模 p 的 二 次 剩余 之 和 等 二 
pip—10/4; 
Cv) 1 2, 呈 1 记 一 1 中 侍 体 模 疡 的 二 汐 非 剩余 祥和 等 于 
户 ( 思 一 1374. 
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3 23 Legendre 符号 与 Gauss 二 次 互 反 律 


为 了 全 于 讨论 .我 们 引进 一 个 表示 模 p 的 次 剩余 .二 次 非 
独 作 的 符号 一 一 Legendre 符号 ， 
定 父 1 设 素数 pp 半 2. 定义 牧 变 数 42 的 函数 ，; 
1， 当 驴 是 模 疡 的 二 次 剩余 : 
1 当 忆 中 模 产 的 二 次 非 剩余 
D， 当 ppld. 
我 们 把 | 和 和 | 称 为 中 模 户 的 Legendre 符号 . 
这 宰 ， 上 和 节 证 明 的 一 些 结 论 可 表述 六 Legendre 符号 的 性 质 ， 
定理 1 Icecgendre 符 导 有 以 下 性 质 : 


ss 


il_ipld, 
{1 | p: | 人 1 由 1 
| p12 
Cl) | | 二 4 Cmod py); 
.. He ze 
ap [Ee) -| | 
Civ) 当 p14 时， 1 
1 1 ] 


(| 二 | 一 | 二 1 一 (TDorosi 
v 方 | :| pb! -1) : 


(i) 同 余 方 各 z=dCmod 户 ) 的 解数 是 1 十 | 纯 | 

证 时 是 十 分 简单 的 , 留 给 该 者， 

由 定理 1 可知 ,对 给 定 的 疡 ,Legendre 符号 | 5 是 EZ 的 完 
”全 积 性 半数 , 亡 仅 取 实 值 0,; 士 1, 匡 有 周期 p. 


这 样 , 确 定 a 是 否 是 模 记 的 “次 简 余 就 屋 为 大 计算 Legendre 
li70 


符号 | -| 的 值 . 生理 1 的 性 质 可 以 用 来 计算 | |， 并 由 人 算术 
必 理 知 只 要 能 计 算出 

| =!)，;2]， 141, 

而 1 办 1 1 记 ! 


就 可 以 计算 出 任意 的 | 信 | ,这 里 4 之 2 是 小 上 请 的 素数 . 解决 这 
问题 的 基础 关 下 曙 的 Gauss 引 理 . 
3] 理 2 设 素 数 p 记 2,pt d, 再 设 1 和 7 之 pi2， 
fijimod p), NHLp. 


基本 


广 外 5 


C12 


以 表示 这 (pp 一 1172 个 4 直 总 7 之 p10) 中 大于 1? 的 1 的 个 数 . 


示 么 ,有 
i ei 
“之 | 一 加 
1 请 | {12", 
证 ”对 人 尾音 的 1 迄 7 二 :之 pi/2， 
fit 二 (ti dmod p), 
于 


fj 二 tit(mod pp). 


‘27 


我 们 以 rr 圾 rl 7 过 p12) 中 所 有 太 于 pA2 类 [ ,BL 5 


5 p27 中 所 有 小 十 记 12 的 数 . 显然 有 
lp—r 人 Lp/2. 
出 式 (2) 知 
Sip—ritmod py lk 1 


国 此 ;5 站 一 ri 太一 于 这 ( 疡 一 1772 个 数 属 好 就 足 ] 2， 


一 1072 的 -个 排列 .由 此 及 式 61) 得 
1 
二 
ss pp 
二 (一 1])- | op J) 2mod p), 
进 硬 训 


d= 1)"(mod p), 
由 此 及 定理 100), 定 义 1 就 推出 所 要 结论 ， 
由 引 理 2 就 可 推出 
定理 3 我 们 有 
[2) 
\ 户 | 
证 ”利用 引 理 2 中 的 符号 , 取 4 一 2. 容易 看 出 
tC—27 人 Ap/2 lb; 
pir2ti—=27<p: pi4Tip/2. 


C1) 


由 第 二 式 知 
人 
因而 有 
一 人 pp 二 4 十 1; 
i+1,， 广 一 4 十 3. 
由 此 及 引 理 2 就 得 到 
i2; | 1 p= 土 1(mod 8); 
(pl DT 1 p=+3(mod 8). 
这 就 是 所 要 证 明 的 结论 . 式 (3) 表 明 当 且 仅 当 素 数 p 三 土 1 (mod 8) 
时 ,2 才 是 模 p 的 二 次 剩余 . 
下 面 求 对 引 理 2 及 其 中 的 有 作 进 一 步 分 析 . 利用 符号 整数 部 
分 [|], 式 (C1) 可 表 为 


j=p[¥ + lj p/2, 


(3 


两 边 对 j 求 和 得 
Et ple of p12 i 一 132 
d > j=p > [|+ > ,=pT 十 > £,. 
1.1 j j=1 了 一 
由 引 理 2 的 证 明知 


Ol 


SY 
7 二 1 


li 


Spr npr 二 


【而 一 172 
一 > Fp 
i 
由 以 上 两 式 得 
m2 
PE dD pln) ta tt (4) 


当 WH 一 2 时 , 显 有 了 一 0, 玉 
"(Pp 1)/8tmod 22， 
由 些 及 引 理 2 斌 又 推出 了 定理 3. 妆 (d,2?p}) 二 1 时 有 
"二 x (mod 2)， 
由 此 及 引 理 2 斌 证 明了 
定理 4 设 素数 p 计 2. 当 (d,2p) 二 1 时 ， 


{|= (5) 
其 中 
‘1 ., 
工 一 之 ， | (6) 


当 芝 方正 时 :定理 4 中 的 王 有 生 分 明确 几何 意 广 : 位 表示 下 
十 党 标 平面 中 由 .r 轴 、 直 线 x 一 pi/2 及 直线 y 一 dxip 所 国 成 的 三 
角形 OAB 内 部 的 过 点 个 数 潮 [网 图 1). 这 只 要 注意 到 0) 在 线段 


”和 整 点 妈 是 坐标 均 为 幕 数 的 点 ,参看 $5 网 1， 
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AB 和 线段 口 疾 上 二 匹 整 点 5 除了 原点 ?后任 是 因为 (Pd 一 1: 
(ii 当 pt 1 各 7 六 pi? 时 .线段 :一 六 0 上 的 整 点 个 
歼 是 [ie zt, 如 果 所 了 岂 是 奇 素数 . 设 芝 = 天 疡 . 斤 径 ,同样 有 


| 三 | 一 (1%， (7) 
上 如 


Ce > > [£1 


可 样 地 ,SS 就 是 图 1 中 的 三 角形 OCB 内 部 的 整 点 个 数 ( 肥 df 二 9g). 
立 样 :一 来 ;S++ 了 就 这 窍 刺 4BC 内 部 的 整 点 数 , 折 以 有 


. -1 i! 
十 了 5 《号 


2 


中 式 (3 说 二 G00? 了) 必 (8) 斌 证 是 三 和 并 名 的 Ganss 二 次 互 反 律 . 
定理 3 沪 po 圭 浊 这 这 数 ,p 尖 8. A 


' ry 1! 2 1 CL 17 i » 
7 {9} 
， 加 


5 个 nd 47， 了 是 


| 1 Lp 
‘bp! oq: 

泊 和 各 癌 它 们 玫 是 天 十 3 形式 的 数 时 ,二 重 
| 一 | £ | 
pp 上 i : 


由 Legendre 符 叶 定义 知 .| 全 和 | 太 | 分别 刻画 了 “次 同 余 方程 
med pp 
促 
=p(mod oq) 
是 大 有 解 , 昌 g 是 侍 是 模 记 的 二 次 剩余 和 pp 是 者 是 模 9 的 二 次 晋 
余 . 这 里 正好 是 神 和 剩余 互 换 了 位 置 .定理 5 了 加 是 刻画 了 这 网 省 之 
间 的 关系, 所 以 床 为 瑟 深 互 友 律 . 二 次 互 反 律 是 初等 数论 中 般 军 要 
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时 基本 定理 之 它 不 公 可 用 求 计算 Legendre 符号 (关公 定理 1 
和 3 ,而 且 有 重要 的 理论 价值 .下面 来 举 几 个 例子 . 
例 1 计算 | 2 | . 


1 227: 
解 227 是 素数 ,由 定 埋 1 得 
i 137 | | 一 80 一 | 1 | 2 32。 31 
227， | 227 1 22927!|l 227 | 
加 1213 1 5 1 
一 | 227| 227| 227! 


_2 1 1 5 | 


| 2 
T1227! 227,° 
由 定理 3 得 
:21 
12271 
时 定理 5, 定 埋 1 占 定理 3 得 
1 | 2271-121- 
227) | 5 I | 一 一 1， 
由 以 上 上 二 式 得 
| 2271 = 1 


这 表明 同 余 方程 7 二 137(mod 2277 无 解 . 

例 2 判断 间 祭 方 香 

Ki x nod 365); 《ii x 2 mod 3599) 
是 储 有 和解 , 有 人 解 时 求 出 其 解数 ， 

解 ”G3) 355 不 是 素数 ,365 二 5+73. 所 以 问 余 方程 和 同 余 方 
程 组 


zfmnod 57， ro -1mod 73) 
等 从 ,由 定理 1(Y) 知 


所 以 , 同 念 方程 组 有 解 . 由 和 21 定理 5 及 $$ 22 定理 1 知 , 原 同 余 方 
程 有 解 , 解 数 汶 4， 
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《ii 3599 不 是 素数 ,3599 一 59 ，61. 同 余 方程 等 价 于 同 休 方 


程 组 
zi: 三 2 (mod S97 ? 


由 定理 3 知 | 半 | 一 一 1] 


:所 以 无 解 . 


=2tmod 617. 


例 3 求 所 有 河 素 数 pp, 它 以 3 为 其 二 次 剩余 . 
解 、 这 就 是 变 求 所 有 奇 素数 使 | 六 | =1. 由 定理 5 知 


S31 re 
a 


CO ] Ys | 1 ， 
1 一 了 了 ， 
下 
i 1 
. | 二 | 一 1， 
| pi 3 ! 
\ 3 ! i h 一 1 
| 本 | 一 一 1 
知 ,| 六 | 一 1 的 充 要 条 件 足 
pltmod 42， 
或 


=--]tmod 4)， 


— 1)‘r- lor2 


lmod 62: 


p= 1(tmod 67., 


名 | 


Flimod 4); 
Pltmod 4) 


Pl (mod 7); 


z= 一 lmod 6) 


CD) 


£11) 


由 同 余 方程 组 (C10) 知 ,p 三 ] Cmod 12), 由 (11) 知 , p 大 


一 ltmod 12). 因此 ,3 是 檬 pp 的 二 次 镜 作 的 充 要 和 条件 是 pp 二 
土 1 (mog 12). 由 此 推出 3 是 模 p 的 二 


十 5Cmod 12)( 沪 什么 )， 


次 非 刹 余 的 充 要 条 件 是 p 二 


对 3 这样 小 的 数 仍 然 可 以 二 接 用 引 理 2, 如 同 定 理 3 邦 样 来 


解 例 3t 留 给 读者 }. 但 对 太 的 数 用 二 
易 出 错 . 


.次 互 反 律 来 做 就 比较 方便 ,不 


例 4 求 以 11 为 其 二 次 镜 余 的 所 有 奇 素数 记 . 
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1 1 ipi 
| | 1) 1 471 


pi 
由 直接 计算 知 
| 之 | | 1， P=]; 2 3 4 5fmod 11); 
‘1 1 £1.23;—4,—5(mod 11). 
(ya | 1 p=](mod 4); 
(一 1， p=—1l(mod 4)., 
解 问 从 方程 组 
attnod 4),， 
(nod 11) 
可 得 ( 留 给 读者 ): 


Tl1latli2a,tmod 44). 

综合 以 上 讨论 知 ， ‘| -:1 当 且 仅 当 
产 三 十 11 十 54 十 7 ,二 9, 士 19(meod 447, ‘12) 
所 以 当 户 为 以 上 形式 的 素数 时 ， 11 为 其 二 次 刹 余 .进而 推出 当 p 
关 11 为 以 下 形式 的 素数 时 ，| | 一 一 1, 即 11 为 模 记 的 一 次 非 猪 


余 : 
j 二 土 3, 工 13, 士 15， ,十 17,， 士 2156mod 447. 《13) 
例 5 证 明 ; 苦 | 人 | 一 一 1, 则 p 一 定 不 能 表 为 x 一 dy? 的 形 

式 . 


证 ”用 反 让 法 . 寿 户 二 x 一 dy'; 因 p 是 素数 , 故 必 有 (px) 一 
Cpay 二 1 因而 由 定理 1 推出 


] 二 i x =| 守 |=|[ 人 [=( 人 4 


\p) 【4 

六 盾 . 这 样 , 由 例 3 知 , 当 寺 二 5tmod 12) 时 一 定 不 能 表 为 一 

3y’ 的 形式 . 和 由 例 3 可 得 
3 -| | 3. 
[= 


， 1， 六 二 1 ,一 Cnmod 127， 
|= 《14 1) 


一 1， 三 一 1,5f4mod 127. 


由 此 , 当 p 反 一 1 54mod 123 时 一 定 不 能 天 为 x 十 3v’ 的 形式 . 进 
旺 推 出. 当 p 一 5tmod 127 时 年 不 能 圾 为 后 二 3 的 形式 ， 

例 56 证 明 : 有 无 寄 多 个 素数 p 一 ] (mod 47. 

证 很 设 这 样 的 素数 只 有 有 有限 个 , 设 为 pps, 考虑 (2p 1… 
pr 十 1 二 PP, 由 假设 上 太 了 二 lmod 拉 知 ,PP 不 是 姑 数 , 设 户 居 忆 的 
来 因数 .p 当然 是 奇数 ,所 以 一 1 是 模 p 的 二 次 剩余 , 即 | 二 -| 一 1 
由 定理 1 知 交 一 Inaod 4 ;但 好 然 有 二 关 p01 入 7 所 ,这 各 假设 并 
盾 . 证 毕 . 

例 7 了 证 基 ; x 于] 的 奇 素 因数 pp 三 ltmod 87. 进 向 排出 布 无 
池 多 个 素数 p 王 1(nod 8)， 

证 设 户 古 x 十 1 的 可 素 轩 数 , 即 

tx rl1(mod p), 
由 此 其 定 理 1 铸 记 一 1tmoed 4), 而 男 一 方面 
十 1 一 《x 十 1 一 7， 
所 以 丰 
Cr 1 2r (mod p), 
由 于 Cp,2x) 二 1] ,所 以 有 (利用 定理 1) 
一 | 笃 二 | -| 于 |=| 了 | i 2 


15 pr ‘pp! 
由 此 从 定理 3 排出 p 寺 十 ltmod 87. 因而 必 有 pp 尘 ]1 med 8). 

下 和 历来 迹 明 第 个 结论 . 看 这 样 的 紊 数 只 有 有 限 个 , 设 为 pi， 
pe 基诺 户 一 (2pi 喇 pa) 十 1. 由 假设 及 了 三 1tmod 8} 知 卫 不 是 
素数 , 设 疡 是 王 的 泰 因数 ,当然 疡 是 奇数 .由 已 证 的 用 论 知 产 反 
limod 8) ,但 才 半 pi 一 ;Pr 这 漳 假 设 辜 盾 . 开 毕 . 


Legendre 符号 | 全] 的 计算 错 要 求 出 4 的 索 内 数 分 解 式 后 才 
能 利用 Gauss 二 次 互 反 律 ,这 当 4 较 大 时 有 时 是 不 方便 的 . 为 了 
克服 这 一 缺点 引进 了 Jacobi 符号 . 这 是 下 一 季 的 内 容 . 
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习题 二 


1 13: | 30) 1 71) 
4 
' ry :63 
用 随 下 列国 和 万民 是 
fi Tl 2271, 
Ci Ilr nd Ol: 
3. 7 | 


十 三 


3 i -23) | _7 | 
97 13 1 223:? 


i) litmod 511},; 
(CI) 52 一 -一 146mcrq Hl93). 
伯 的 人 个体 素数 : 


和 


J 
fi 芝 届 3 这 非 到 引 


i 一 3 六 人 全 体 率 此 


| 团 


全 和 人 金 体 来 


了 


号 二 | 广 他 由 全 人体 床 考 


cw 的 开 [ 于 歼 人 分解 式 . 

人 ` 深 镜 余 的 合体 未 攻 ( 国 所 3 沪 
FE 的 全体 来 数 ) 

,的 人 从 数 上 

Cit2 7 一 的 他 体 杂 放 记 

fi 1212 L582 二 11 .2737 直 50117 的 索 关 数 人 分解 式 ; 


i nd 1013) 旺 大 


可 能 


6.， EB 一 -2 一 1 的 鹤 因 数 二 limod 12). 


正 鞭 下列 形式 的 雪 数 均 
BE iy 36112 皮 -上 7 
位 壮 沟 日 


名 证 素数 pd le | on. 
9， 设 素数 p 这 2, 让 时 :mm 二 


有 有 无 安 堵 个 :GD Bk 一 1,8k T3， 
,128 | 1ifiiiy 其 十 迹 位 表示 的 林 


证 明 : | 5 | -1 


--4kmoad pp} 和 解 的 充 要 茶 忻 以 
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二 1 (mod 4). 

10. (i) 设 素数 p 六 2, 证 明 ; 2* …1 的 素 因 数 寺 士 ] (mod 3); 

(ii 不 用 计算 ,让 明 :，23 .2 一 1,471284 一 1.50312251 一 1 

fiii) 昔 有 无 穷 多 个 素数 盖 4 十 3 使 2p 十 1 也 是 素数 , 则 有 
无 穷 客 个 Mersenne 数 ( 邮 撒 如 2 1 的 数 ,为 率 数 ) 忠 合 数 . 

11. 设 记 是 素数 ,pp 三 3Cmod 4). 延明: 25 十 1 是 素数 的 充 要 
条 件 是 

27==]1 tmod 2 疡 小 工 ) 

12. 《iD 对 轧 一 11.17,19,29,d 一 2,3.5,7,13;1 具 体 算出 23 
引 理 2 中 的 2. 并 与 3$321 例 1 核对 结 毕 是 而 机 符 . 

(ci) 让 接 利用 23 引 理 2 证 明 : 设 素 数 产 盖 5， 


5 ] rps]— Trl 5 Sp 
» | 一 (TFT TU Tsp 


13， 说 明 , 为 计算 Legendre 符号 ,可 以 避免 利用 | 广 | 的 计 
生 公 式 ， 
14. 设 asp 直 整数 ,请 全 1 证明 : 人) 好 十 21 a 十 1; 
CY 8 一 2 4 十 1 (Ci) 26:4 31 ea 一 2; 
Cv 3687 十 4 二 2， 
15. 设 泰 数 产 一 28 本 再 慌 | 所 jp/2， 
ul dmod 站 7 DH 
ni 是 这 (pp 一 1372 个 下 中 为 俩 柳 的 二 的 个 数 ,证 明 : 
| 
1) 一 (一 1)". 
16， 利 用 第 15 题 , 按 下 述 途 径 来 让 明 § 23 定理 5. 设 p,qg 艾 
轩 奇 素数 , 记 郑 9. 对 数 对 {了 记 LCR8) 一 (27 一 109 一 《2k 112)p， 
] jp 一 1/21 各 tg- 1)72. 以 ma 表 第 15 题 中 取 pp 一 ps:d 
一 9g 时 所 定义 的 ;以 7 表 第 15 题 中 到 p= 二 gid 一 户 时 所 定 疼 的 
ni. 让 明 : 
(jy 在 这 (Cp 一 1)/2，(g 一 1)/2 个 不 等 丁 零 的 偶数 上 (5, 关中 
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有 且 仅 有 半 十 井 个 满 是 条 件 : 一 gL(j ,kp; 
(ii 宾 一 g 过 LC Rp 则 
op 二 F127 tg 1 Rb; 
《iii》 通过 掀 满 足 Giy 中 条 件 的 而 十 元 对 数 对 1 让) 网 六 天 所 
{p1072 1 十 1772 一 下 光一 组 米 分 对 ,证 明 : 
na 与 ( 庆 一 1772 + (gq—1)/2 
的 坷 个 性 相同 ， 
站 ; jp 
17. 设 素数 p 宇 3.p1 a. 诈 明 ，> ,| | =0. 
TI-1 . 
设 紊 数 pp 二 3.p1 a. 证 昌 ， 
,| 人 | 2 1 
pol 
19， 设 素数 a 中 po) a 二 而 过 十 e 上 一 站 一 4ac， 


证 朋 
CI ， 
中 若 ptA 则 人 |- 1 
(ii 荐 记 :A > 221 -《 因 一 i] 
20. 证 明 : 对 任意 素数 入 ;有 入 数 a ycsyd 使 得 : 


11 Er -artetr ertd tmod p). 


1 各 工 


824 Jacobi 符 号 
定义 站 如 奇数 P11,P 一 pp 


"i ， 和 | 4 
这 此 | ls 


i 
让 夺权 产 从 Legendre 和 从 二 . 我 们 把 | 亲 | 称 为 是 
Jacnbi 社 号 ， 


罪 见 : 当 太 相 和 庙 夺 人 有 素数 时 ,Jacobi 符 生 就 足 Legendtre 件 号 . 


出 定 浆 和 Legendre 符 守 的 此 本 性 质 立 凤 推 出 ( 征 明 六 给 访 省 2; 


定理 1 jacohi 符 写 有 坟 填 性 质 ，; 


1 | 1 | J i . 
(| 方 | 一 1; 尚 (a 户 之 1 时 ,| 筷 | 一 0: 当 Cd, Pl， 
! 4 1 
三 ,了 到 什 二 1; 
id 二 
《117 普 一 1 一方 | : 
de 了 
Ciii) | 方 | 一 | 1| 到 | 
| eid 
fw | PP ! = | P| Poli 
di 1a 
ve) PA 1 HI, 和 | 一 ， 瑚 3 一 ] . 


由 定理 1 可 知 . 对 给 定 的 己 ,Jacobi 符号 | 和 | 是 4EZ 的 完 
和 性 郧 数 : 亡 仅 取 值 0, 士 1], 卫 有 有 册 期 下 ， 

为 证 骨 进 一 步 性 质 需 要 下 面 的 引 理 

引 理 2 说 ai==1frnod SS7S5 da 02 我们 有 有 


a—] ai 一] 


二 + 二! Cmod sm). 
mz 


7 
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证 至 热 上 本 证 ss 一 2 的 情形 . 我 们 有 
好 一 一 人 一 Ka 一 1 十 es 一 1 十 (一 1 
向 a 二 1(mod 区 科 & 二 1Cmod oz 所 以 
a1 lal | (el) (el) 


mi rt | i -+22 
三 : 一 上 2 Cmod nr). 
证 毕 . 
定理 3 我 们 有 
| 二! =C- 1) "0; C1) 
| Dn (2) 
证 设 了 一 ppirpji 导语 素数 .由 定 关 点 23 定理 1(v) 知 
a 
在 引 理 2 中 取 训 一 2,2) 一 pj(l 扣 jj 人 #)， i 
mod 2). (3) 
由 以 上 两 式 即 得 式 (1)， 和 和 全 § 23 定理 3 得 
E33 一 ,和 三 E | 二 | = CT 


由 于 pj; 是 奇数 ,所 以 让 二 1tGmod 8). 在 引 理 2 中 了 到 天 一 Se 一 站 
【1L<- 7 就 得 到 


Pi—1. pl p:— 1 
8 8g T+ sg 


由 以 上 两 式 即 得 式 (27. 
对 Jacobi 符号 有 以 下 的 互 友 律 成 立 . 
定理 4 设 奇 数 已 1, 青 数 外 人 10P, 人) 一 1. 我 们 有 
8 


四 -rr_ 5 
时 (—1) . 
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证 设 了 一 pp 一 9rrPisgi 均 为 奇 素数 ,由 定 儿 , 害 
理 1 及 23 冠 理 有 5 注意 9 和 关 训 得 


2)=T1(2)=IIIT( 和 2 
一 [1 | I C1 PD (9 12 


z ee srt) 
站 


J 三] ] 


- 一 十 3 .1317 。 So, 
类 伺 十 式 (3) 可 得 


1 gl1 2 一 ] 
i 2 
了 2 十 …* 十 5 (mod 2) 
由 以 上 上 册 式 得 
S| 一 ， | CC lyn 15723 1772 
， jj 
— | -| (一 1349-1572。 or- —Lyn 


P— = 
[el1Y' lr L272 


OI 一 OlYy 


鼠 后 一 步 用 了 式 (3). 注意 到 (Q,P) 一 1 时 | 与 | = -- 士 1 ,由 此 就 推出 
所 要 结论 . 

以 上 证 明 的 这 些 性 质 表 明 ; 为 了 计算 Jacobi 符 寻 5 当然 包 折 
Legendre 符号 作为 它 的 特殊 情形 ), 我 们 并 不 需要 求 聚 因数 分 解 
式 , 例如 ,105 虽然 不 是 奇 素数 , 当 我 们 杰 计 算 Legendre 符 导 


3 | 时 ， 可 以 先 把 它 看 作 足 Jacobi 符 蕊 来 计算 ,由 定理 4 得 
[105) -| 317) - | 2 
B17! \ 105! To5) 


后 两 步 用 到 了 定理 10 及 式 (2), 这 也 就 是 它 作为 Legendre 符 吕 
的 值 . 因此 ,引进 Jacobi 符号 后 ,对 计算 Legendre 符号 是 十 分 方便 
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的 ] . 但 应 该 强调 指出 : Jacobi 和 从 号 与 Legendre 符 导 的 本 质 稀 列 
是 : Jacobi 符号 | 乞 | =1, 绝 不 表示 二 次 同 余 方程 
r=d(mod P) 


一 定 有 解 . 例如 , 奇 球 数 志 二 一 1 (mod 4), 腾 PP 一 p* 时 总 有 
[ 寻 |=| 洒 |=: 得 

zs 一 mod p) 
无 解 , 当 然 


= 一 1Kmod p’) 
也 无 解 . 再 比如 Jacobi 符号 


[二 5 一 1， 
但 由 8 23 和 例 200) 知 , 同 余 上 方程 
Li 二 2mod 3599) 
无 解 . 由 天 这 种 差别 ,所 以 对 Jacobi 符 导 ,$23 的 定理 10ii) 和 和 
《vily 引 理 2 及 证 理 4 都 不 成 也 ， 


习题 二 十 四 


1]. 利用 Jacobi 符 导 性 质 计 算 : 
GD [| ,GD | 2 ,diy | 3] ,Gv) | 185| 


和 站 二 ， 5903 
2, 调 4 是 止 整数 ,214 .证 明 对 Jacobi 符号 有 公式 ， 
| & 
ee 二 0 ,] 品 3 
| , | | 他 Cmod 4) 
Ze i 
° | | ua=2,3Cmod 4), 


也. 设 ac 是 止 整 数 ,faa) 一 1，21 可 及 pedeoc。 证 明 : 对 Ta- 
cobi 符号 有 公式 : 
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4， 整数 a 是 每 个 过 数 的 二 次 剩 侠 的 充 要 杀 件 中 4 二 2( 司 本 
题 时 假定 以 下 缚 论 成 立 : 设 m 宇 1; (dr) 二 1, 则 必 有 素数 二 
dod nz》 
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N25” 模 为 素数 的 高 次 辐 余 方程 


设 思 让 率 数 ,nn20， 
一 人 二 《1 
本 节 要 讨论 问 余 方 程 
no py C2) 
的 次 数 deg(/ 户 y 和 解数 工 Cf; 轧 }) 的 关系, 以 此 模 轧 的 同 作 方程 一 
定 可 化 为 次 数 二 p 的 同 余 方程 . 本 节 所 用 的 壮 要 工具 足 整 系数 多 
项 式 的 除法 ;及 Fermat 小 定理 (8§$17 式 (8)); 即 模 记 的 pp 深 国人 条 
方程 
TO (mod p) C3) 
的 解数 为 p, 也 就 是 党 xz 取 任 意 和 后 数 时 式 (3) 总 成 立 . 
定理 1 设 pla 大 x 次 同 余 方 香 (2) 有 点 个 不 同 的 解 


es oe 六 ， { 44 
ee ee 0) {5 


ratri) 的 深 数 二 万 .geCr) 的 深 数 为 nn 一 0. 且 git) 的 首 硕 系数 尽 
他 
证 奏 一 性 ” 若 还 有 了 这样 的 C0) ,T(x ) ,使 得 
FT {re rE rp rr 
出 有 
CTD CE TI BT pr Tr} -rt 
大 gatr) 天 Sity 则 闯 边 是 交 数 之 有 的 和 多项式, 而 右边 的 次 数 < 二 下， 


全 鸭 上 广 司 起见 . 当 xn= 二 0 时 ,把 a0 二 0tmad py 也 看 作 基 同 杂 方程 . 当 pf ao0; 它 本 
成 立 , 看 作 无 解 ; 当 产 0 时; 它 起 站 ,看 作 解 数 汶 p. 
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所 以 不 可 能 . 帮 Setz) 一 gz 加 由 上 式 推 出 meGr) 一 Fecr) 这 就 
证 明了 唯 .性 ( 串 实 上 ,以 后 用 不 到 唯一 性 ). 
存在 性 对 不 用 上 归纳 法 .当天 二 1 时 ,由 pt a 知 必 有 zr 宇 1( 见 
上 只 注 避 作客 现 式 除法 可 得 
《十 5 
1 为 一 整 数 ,g1(7) 的 次 数 为 4 一 ], 首 项 系数 为 a4. 在 上 式 中 取 工 一 
ci 出 二 0Cmod 六 ?取得 户 si 一 万 了 ri 
(二 7 就 满足 式 (5)( 一 1). 假设 =i( 宇 1) 时 结论 成 立 , 即 存 
体 演 数 二 的 多 项 式 ritir), 太 钦 数 为 x 一/ 汪 0、 首 项 系数 为 a 的 多 
吓 太 get) ,使 得 
A= gr pr rite). CB) 
党 下 一 :十 1 时 , 肖 完 由 归纳 假设 天 性 有 式 (6) 成 并 . 什 式 (6) 中 取 民 
er Fc? Omod 疡 大 (eol 一 cr 一 上 于 
Dfnmneod 产 ) ,从 式 56) 拱 出 rr 一 cmod 六) 是 后 余 方程 
gmod p) (C7) 
的 角 . 由 此 及 pa; 惟 出 gite) 的 次 数 2 一 :位 1. 这样 ,对 同 余 方程 
(77 利用 “一 1 的 结论 得 
Eich Cz) p "il: 
这 明 (7 的 次 数 鸭 (x 一 站 一 1 宇 0、 首 硕 系数 为 ast 为 一 整数 .把 
上 式 代 入 式 56) 即 得 
Fer eh Cr) 
ptf tc) 
说 ge) = 一 一 r(x 就 证 明了 
结论 对 大 一 :十 1 成 站 .证 毕 . 
出 定理 1 立即 推出 : 
定理 2 设 pt iosao). 那么 , 辐 余 方程 (2) 的 解数 不 起 这 
已 的 次 数 , 即 
Tf ;pLdeg( fs p). (8) 
证 ”无 解 时 结论 当然 成 并 .无妨 一 般 , 可 假定 pt ant 为 什么 ). 
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这 时 aesgtcrz) 一 2. 当 解 数 荆 (Cf;p) 一 二 1 时 ,由 定理 1 知 有 式 
5) 成 并 ,有 一目 字 ,这 就 是 式 (8), 证 毕 . 
定理 2 通常 称 为 Lagrange 定理 . 我 们 也 可 以 不 利用 定理 :1 而 
直接 证 明定 理 2. 
定理 2 的 直接 证 明 对 次 数 degtf;#5) 用 归纳 法 .无妨 一般 ， 
可 假定 p1 a; 这 时 deg CF;pP) 二 nn. 省 于 一 0 时 ,C(x) 一 a0y pt a, 由 
约定 知 同 余 方 程 (2) 无 解 ,所 以 结论 成 立 . 设 结论 对 二 1( 宇 0) 成 
站. 当 nn 二 {1 1 时, 若 结论 不 成 立 , 则 同 余 方 程 (2) (xn 一 1 十 1,p1 
di11) 至 少 有 i 十 2 个 解 ; 设 为 
Ta ct mod p), 
考虑 多 项 式 
fOr ft) ai Cr et) 二 tet) 
= tre) leantt = rch tr). (9) 
显 风 ,C7D) 居 7 沈 针 项 式 HL p41 arri; 所 以 
tx? mod p) C10) 
基 i 次 回 余 方程 . 但 它 人 至少 有 {+ 1 个 解 
和 Sr py), 
这 和 和 归纳 假设 开 盾 . 证 毕 ， 
定理 2 的 一 个 圳 接 推论 是 5 征明 留 给 该 者, 用友 证 法 ) 
推论 3 重 问 余 方程 人 2) 的 解数 >n 刚 必 有 |aj,0@j 近 n. 
由 定理 1( 或 定理 2 还 可 立即 推出 : 
推论 4 设 pt1a. 那么 ,n 深 同 余 方程 (2) 怡 有 个 解 ( 即 解 数 
为 了 


rc tat mod py C11 
的 元 要 茶 件 是 存在 对 模 p 两 两 不 同 余 的 co,… ,ci, 使 得 
fatr 一 cl 一 Co 十 访 。 关 (7)， C12 


其 中 +(x) 是 次 数 二 n 的 整 系 数 多 项 式 . 
证 明 留 给 读者 .特别 地 ,在 推论 4 中 取 tr) 一 x?7!1-.1, 由 
Fermat 小 定理 知 ,pp 一 1 次 同 余 方程 
189 


Pr -LOCrmeod 疡 ) 
恰 有 pp 一 1 个 解 
Tl po 1mod py. 
因 放 由 推论 4 得 


l=) pl} pr rir). C13) 
联 x 一 pp 由 式 (13) 寻 得 
tp—1}! Sl1(mod p). 


这 义 给 出 了 Wilson 定理 (18 定理 1) 的 六 一 个 证 曲 . 
正面 来 让 明 ” 次 同 余 方 程 怡 有 半 个 解 的 判别 法 ， 
定理 5 设 4. 一 ]. 右 么 ,n 次 同 侠 方 程 (2) 的 解数 等 于 ww 的 充 
要 条件 是 
一 一 (ld) 
其 中 gtr ,rtr) 旦 整 系 数 包 项 式 , 量 7 Cx) 的 次 数 过 4. 
证 必要 性 昂 见 2 委 记 所 以 作 多 项 式 除 法 可 得 : 
Tr rg) sr). 
sO) 的 次数 = 二 nm. 由 此 太 Fermat 小 定理 知 , 同 余 方 程 (2) 的 解 都 是 
同 余 方程 
s(tmod p) 
的 解 ,因而 出 推论 3 推出 sz 的 系数 郁 是 p 的 倍数 .这 就 证 明了 
必要 性 
充分 性 ”这 时 局 有 pp 为 秆 么 ,7 是 4 深 名 项 式 ,g (x) 
是 pp 一 n 次 儿 项 忒 . 由 式 吕 4) 卜 Fermat 小 定理 知 , 同 余 方 程 
rg) (mod p) 
的 解数 为 疡 , 设 同 余 方 程 
rr)=Dtmeod py) 
特 解 数 为 k, 辐 余 方 程 
g(r)E0(mod p) 
的 解数 为 R. 因此 有 pp 志 十 .但 田 一 眼 面 由 定理 2 知 , 上 和 nn, 上 
疡 一 2 所 以 下 十 正二 六. 由 此 就 推出 下 二 n. 证 毕 . 
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下面 来 举 几 个 应 用 定理 5 的 例子 ， 
例 1 判断 同 余 方程 2x 十 5x: 十 6x 十 1 三 0(mod 7) 是 否 有 三 
个 解 . 
这 里 首 项 系数 为 2, 不 能 直接 用 定理 5, 由 19 定理 1 知 原 方 
程 与 
4(27 十 Sx 十 67 二 1) 二 7 一 十 3x--3 二 {mod 7) 
的 解 相 同 . 作 多 项 式 慰 法 可 得 
XT 3 二 rr 一 2 ?rir 1). 
所 以 , 原 癌 休 方 程 的 解数 为 3. 
例 2 设 紊 数 户 盖 2,p 芝 . 求 二 次 同 余 方程 
Xi—d=0(mod p) (15) 
的 解数 为 2 的 充 要 杀 件 . 
解 ” 由 于 
一 
二 (和 一 人 CC 十 一 1 
所 以 由 定理 5 知 , 解 数 为 2 的 充 要 条 任 是 
dr 1=0(mod £). (16) 
由 于 pp 守 2,; 所 以 同 余 方程 以 5) 要 么 元 解 , 要 么 有 解 呈 解数 必 为 .2. 
所 以 ,(16) 也 是 (15) 有 人 解 的 充 要 条 件 . 这 就 给 出 卫 Euler 判别 法 
($22 定理 2) 的 又 一 证 明 . 此 外 ,注意 到 
a1， 
所 以 同 余 方程 (16) (把 4 看 作 z) 的 解数 六 (bp 一 1)72, 风 模 疡 (人 2) 
的 二 光 剩 条 怡 有 (pa 一 1272 个 .这 就 给 出 了 8 22 定理 1 的 义 一 证 
明 . 这 种 证 明 方 法 ,对 二 深 剩 休 来 说 似乎 * 太 高 级 ”, 但 储 讨 论 例 次 
剩余 时 ,这 种 一 般 方 法 就 显 出 了 优越 性 . 
虽然 可 以 出 现任 意 次 的 模 户 的 同 余 方程 ,但 下 面 的 定理 太 明 
我 们 总 可 以 把 它 化 为 次 数 过 pp 的 同 余 方程 . 
定理 6 (i) 同 八 方程 12) 的 解数 为 户 的 和 要 条 件 是 
下 [7 一 《2 一 大)E 十 声 ， 全 》， C17) 
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共 中 站 系 数 多 项 式 7(70) 的 次 数 二 pp; 

(1) 回 作 方程 (2) 的 解数 二 p 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 次 数 
二 记 、 首 碳 系 数 为 1 的 整 系 数 多 项 式 三 5z) 使 得 同 余 方 程 (2) 与 
器 余 方 程 

DO £) 1 8) 
的 人 解 相同 . 辐 余 方程 (18) 称 为 是 辐 余 眼 程 (2) 的 等 价 同 余 方程 . 
证 ” 污 证 C1). 充分 性 由 式 ( 和 (170 及 Fermat 小 定理 推出 .由 多 项 
式 陈 法 可 得 
一 【一 C19) 
坯 中 s(x) 旦 次 数 二 pp 的 整 系 数 多 项 式 . 由 同 余 万 程 (2) 的 解数 为 
及 Fermat 小 定型 推出 ; 同 休 方程 
stri0tmod p) {20) 
的 和 解 柳 世 汶 六 由 此 及 推论 3 措 出 sz) 一 疡 rzyoror 为 沈 数 
< 六 隐 整 系数 和 多 项 式 . 这 束 证 明了 必要 补 ， 

上 表 来 证 tii). 苑 分 性 由 定理 2 推出 .于 和 证 坚 要 性 .这 时 国 样 有 款 
(19) 成 立 . 由 此 及 Fermat 小 定理 知 , 辐 余 方 程 (2) 与 (20) 的 解 相 
回 . 因此 , 辐 余 方程 6420) 的 解数 < 过户, 进而 推出 zy 鸭 系 数 一 定 不 
能 全 被 p 整 际 ( 为 什么 ). 旋 

5 一 二 十 十 下 
“是 有 0sSa<ss 使 得 pb;sdj 夺 pt bw 这样, 问 余 方程 (20) 整 
吉 同 休 方 程 


baer mod 六 TS 21) 
的 解 相同. 取 551 居 B 对 模 包 的 道 ,B71 二 1 十 e* 户 ;这样 , 联 
Fp aoe pa 


= tb, 
折 得 的 同仁 方程 (18) 就 和 问 余 方程 (2) 的 解 相 同 . 这 上 研 证 明了 必要 
性 . 证 毕 . 
这 样 :对 于 一 个 同 余 方 程 C27 可 以 接 以 下 步骤 来 简化 : 先 去 掉 
共 中 和 对 数 为 由 的 倍数 的 项 ;如 果 所 得 到 的 等 价 的 同 余 方程 的 次 数 
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全 户 , 那 么 ,再 按 定 理 5 作客 项 式 除法 (19) ,就 可 确定 它 的 解数 呈 
否 为 p. 知 不 是 ,就 可 齐 - 步 找 出 次 数 二 p 的 等 价 同 余 方 程 (18). 
下 面 来 举 几 个 例子 . 

例 3 简化 同 余 方程 

21 十 2 一 人 十 4 一 3==DCrnuoad 了)， 
解 ”上 先 去 掉 系 数 为 ? 的 倍数 的 项 得 
27 ”一 二 47 一 3=0Cmod 了 )， 
作 多 项 式 除 法 (19)(0p 一 7) 得 : 
27 dr 
十 一 必 十 2x 十 4 一 37)， 
由 此 就 得 到 等 价 同 余 方程 
T2444-3=0Cmod 7)， 
由 直接 代入 xz 一 0, 土 1; 圭 2, 十 3 计算 知 , 同 余 方 程 无 解 . 

着 求 出 等 价 同 余 方 程 ,我 们 并 不 需要 知道 多 项 式 除法 (19) 
中 的 g(x), 咖 且 当 次 数 较 浪 时 , 司 这 种 除法 是 很 麻烦 的 . 事实 上 ， 
我 们 可 以 利用 重 等 同 余 式 (3)5 即 Fermat 小 定理 } 玉 直接 化 简 . 以 
求 得 等 价 同 余 方 程 . 

例 4 简化 同 余 方程 

4 十 人 二 


二 Otmod 5), 
解 ” 下 恒 等 同 余 式 (3}(p 一 5}UJ 得 
Xx rmod 3), r=r=r(mod 5), 


Xr mod 53), w=x rmod 5), 
rtmod 5). 
因而 原 同 你 方程 宰 价 于 
| 37° 十 ]6z 十 Sr 二 0 (mod 5). 
进而 等 价 于 
2(37 十 16z’ 一 6x) 寺 x 十 27x? 十 2rx 寺 0(mod 5). 
由 直接 计算 知 , 解 为 ss0,1,2(mod 5), 如 果 利 用 多 项 式 除 法 可 
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Fr 一 《5 一 (379 十 4 二 255 十 3 十 员工 
十 2 十 4 十 5) 十 (3 十 16x 十 B72. 
得 到 同样 的 缚 采 . 


习题 二 十 五 


1， 求 下 列 同 余 方 程 f(x) 二 0tmod 记 ) 的 全 部 解 , 并 把 f(x) 由 
成 $25 征明 1; 及 .上 是 中 的 形式 : 

CY Fir)—=1dri rr er 一 ]3r 十 5， p=7?; 

fii) Flr gr 3r 十 十 9， 大 一 了; 

Oy Fr)=z 107+ 二 20z4 二 8 一 1 十 3 十 1， 

p=13. 

2， 设 素数 pt a. 回 余 方程 a 十 于 十 do=D0(Cmod pp) 愉 有 

个 解 : 三 c1 ,cntmod 户 ). 再 设 


mT” 
如 1 一 | 好 2 一 ij 村 时 中 4 Fun 
1 二 1] 


1 5 rt 
证 明 : a 三 (一 lj)angjtmod p)， 1 二 jn. 
3. 利用 $$ 25 定理 5 证明: 
(0) 2x 一 二 3r 十 11 二 0Cmod 5) 的 解数 为 3; 
《ii 7 一 dzrsrgr 十 6zrz 十 3 一 2 二 30Otmod 13) 的 解数 为 


4. 求 下 列 同 余 方 程 的 等 价 同 余 方程: 

(jy 2 Sr Br 十 67 二 +27 一 8=0(mod 7)3 

Ciiy 2zr7 十 5 二 3 十 572 十 6z0 十 2 二 52* 二 0x 十 全 22 
十 34 十 87 一 5x 十 12r 十 3 二 0(mod 112. 
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3 26 ” 模 为 素数 害 的 同 余 方 程 的 解法 


村 三 将 介绍 求解 模 为 素数 苦 的 同 作 方 程 的 方法 ,这 方法 的 基 
础 是 $19 定理 ?2, §$ 19 例 5 实际 上 就 是 这 样 解 的 . 
定理 1 没 是 素数 , 整 系 数 密 项 式 
一 :3 人 1 C1) 


时 傍 整 葡 a 宇 2,c 屁 


frmod pr !) CY) 
时 解 . 那么 . 同 全 说 程 
Fir 二 0tmod 上 (3) 
满足 
X=ctmod p” 1) (4) 
的 解 屋 
= 四 mod pr}, jl, 《5 1) 
这 里 
yy .mod p) £6) 
是 一 次 同 余 方程 
rly/ pl (mod p) CT) 
隐 全 部 解 , 其 中 
FAI na TG] Yar 十 "dt. (RB) 


证 这 实际 圭 层 求 由 式 (3),(4) 给 出 的 问 余 方程 组 的 解 . 满足 
(4D) 的 工 粹 为 
二 cp yy. (9) 
把 上 式 代入 同 余 方 程 (3) ,得 到 
ute Fp” ya let pr 17] 十- 
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atet pp yatct pp YY tan 
= ftp Fy Ap Vy Tr Ap yy 
三 Drmod ps"),， ClO 
其 中 A;,… ,A; 是 整数 . 由 于 a 宇 2,; 从 上 式 知 同 余 方 程 (3) 变 为 y 
的 一 次 同 余 方程 
pp” Fyfe) (mod p°), 
由 上 < 是 同 作 方程 人 2 的 解 , 所 以 pe). 因 市 ,由 $15 性质 NN 
知 , 旧 的 同 余 方程 与 同 余 方程 (7) 的 解 相同 , 这 样 ,利用 式 (93， 
(C10) 就 可 还 明 所 要 的 结论 : 相应 于 同 余 方 程 (7) 的 全 部 解 (6), 式 
C5) 给 出 了 同 余 方程 组 (3) 一 (4) 的 不 同 的 解 ; 以 太 同 余 方 程 组 (3 
一 (4 的 每 一 个 解 - - 定 可 表 为 式 (5) 的 形式 ,其 中 y 为 同 余 方程 
《7 的 解 .证 毕 . 
由 人 20 定理 1. 定理 2 及 户 足 素数 知 , 辐 余 方 程 477) 的 解 可 网 
寺 现 三 种 情形 : 
C1 pt Ftey. 让 全 让 全 的 生生 所 以 , 同 余 方程 
(3) 满 足 条 件 (4) 的 解数 为 1, 节 /一 
CT pF ed pt feyp' | 
Fc Otmod py), 
这 时 间 余 方程 (<7) 万 解 ,所 以 同 余 方程 (3) 没 有 满足 茶 件 (4}) 的 解 ， 
好 “了 一口， 
(EY pf Ce plf ep “BE 
Fe 二 Omod 六 ， 
这 时 同 余 方程 6 的 解数 为 户 , 针 
vv 一 0,1,…，,b 一 1Cmod p) 
均 为 (7) 的 解 , 所 以 同 余 方程 (3) 满 足 条 件 c4) 的 解数 为 p, 即 一. 
由 以 上 讨论 立即 可 得 划一 个 有 用 的 结论 ， 
推论 2 在 定理 1 的 符号 和 杂 件 下 , 行 < 是 
人 EDOCnod 方 ] C11) 
的 解 , 日 pt 产 Ce). 那么 ,对 任意 的 a 宇 2; 同 余 方程 (17) 满 足 条 件 
198 


4) 的 解数 均 为 1. 特别 当 同 余 方 程 (11) 与 同 余 方 各 
fF tr)=0(mod p) 
无 公共 解 时 , 同 余 方程 (3) 对 任意 的 a 宇 1 解数 均 相 同 . 
详细 证 明 留 给 读者 .下面 来 举 儿 个 例子 . 
例 1 解 同 余 方程 x 十 54? 十 9 二 0tmod 34). 
解 ” 问 余 上 方程 
二 57 十 9 二 0{mod 3) 
有 了 两 个 解 : 
T0011(mod 3), 
现在 ft 一 x5z 十 9 FCr)=3r 二 10r, fF (0) m0,F(1)= 
13, 所 以 
3 C0, 31 产 5C17)， 
进而 解 同 余 方 程 (这 就 是 19 例 5) 
x 十 5x :90(mod 327。 
先 求 相应 于 x 三 0C(meod 3) 的 解 . 由 3| mco) ,及 
fA(0)—=9=0(mod 3), 
所 以 
30.3(tmod 3:) 
是 解 . 再 求 相应 于 zf 二 1 (mod 3) 的 解 .由 于 31 Fi(1), 相 应 的 同 余 
方程 4677 是 
l3y==—5tmod 3), 
其 解 为 ?二 16mod 3) ,所 以 ,得 到 解 
二 4 (mod 37), 
进而 解 问 全 方程 
+t 十 5x 一 9=0Cmod 357， 
和 完 求 它 相 应 于 之 寺 一 3,0,3{tmod 3) 的 解 . 由 于 
fi—3)=27, fF(0)=9, f/f(3)-—81,， 
所 以 ;由 (W) 知 ,相应 本 x 三 一 3Cmod 327 的 解 为 
TT 一 12,--3,6tmod 337 1 
相应 ] x 三 3Cmod 3:) 的 解 为 


了 王 一 丰 ,312ftmod 3.7, 
由 (CI7 知 ,没有 相应 后 天 二 0Cmod 3 的 解 . 表 求 相应 于 + 三 
4Cmod 33 的 艇 .这 时 .六 (4) 二 广 (1) 三 13 三 1(mod 3) :dC133. 


相应 的 同 余 方 程 67 ?是 
3 一 17=TICmOd 34， 
所 以 ,得 到 解 
TY13Crmod 3°). 
最 后 , 解 同 余 方 程 


3 十 5 二 90DCmod 33+)， 
这 时， 
FeO 2 一 --999， 一 3? 一 27， fA(6)=405. 
2 一 2437， f(t3)=81,， 一 一 
me } 弛 注 有 相应 于 x 一 一 12, 一 3 一 6,12tmod 3 的 解 .由 (CE) 
短 . 相 应 于 了 ==6Cmod 3 的 解 有 
+ 皇 一 21:6, 334med 3 11 
相应 于 x 二 3Cmod 3”) 的 解 有 
+= 一 2413;30C(mod 3°7. 
最 后 ; 求 相 应 和 于 一 13Cmod 3 ;的 解 , 由 于 (13) 一 3051 .有 T 以 相应 
的 同 余 方程 (7) 是 xw== 一 113 二 1 cmod 3). 因此 ,相应 的 解 足 
r=40tmod 3*), 
以 上 二 式 就 给 出 了 全 部 解 , 人 解数 为 7. 下 图 指出 了 求解 过 往 . 


IC 3 0. 1 
Oe | | 
a | i 二 
mod 32 0 3 4 
> ~ 
| ~ Se * ~ | 
mod 33 一 12 一 3 6 ~ 3 12 i 
ee ~ Pe |、 » 
imod 3+ 一 21 6 33 一 人 4 3 30 和 40 
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例 2 解 问 余 方程 x*-+5x? 十 9 二 0Cmod 7 。31). 
解 ” 由 定理 1 知 , 这 就 是 要 解 同 余 方程 组 
: Eo 十 5z* 十 9 圭 0tmod 7)， 
[r+ 5r: 9=0C(mod 3?)， 
由 直接 计算 知 ,第 - :个 同 余 方 程 的 解 为 
T= 2tmod 了 >， 
由 例 1 知 第 二 个 同 余 方程 的 解 为 
T= .06.33 24.3.,30,40(C(mod 3+)., 
进而 解 一 次 问 余 方程 组 
[rutmod 7),， 
‘a (mod 347 。 
利用 人 $21 定理 1, 这 里 区 (一 和, 一 7 ,ms 一 MM 一 31. 由 
A 02 一 3(mod 7) 
知 , 可 取 MF! 二 2., 由 
77 了 (todd 33) 
于 ;可取 at 一 一 23. 因 此 ,这 个 一 次 后 余 方 程 给 的 解 是 
Ta 
=] 6202— 161latmod 567)., 
休 别 用 & 二 一 2,a8 二 一 21,6133, 一 24,3,30,40 代入 就 得 到 
3057 一 1290, 一 5858373540， 一 807， 一 5154 ,一 6764fKmod 567), 
则 
T2201.33,138, -240;,—5] ,dCmod 567). 
人 要求 的 一 祭 万 各 的 金 部 解 , 解数 为 7. 
注 是 很 斌 佐 的 把 - 忆 科 辣 余 式 的 竹 质 结合 台 起 来 ， 往往 能 简化 计算 
例 3 和 解 同 八方 程 +? 二 zz 十 ?二 0(mod 3347， 
解 由 $19 定理 1 知 ,这 同 余 方程 的 解 和 与 同 余 方程 
4 十 十 7) 寺 Qtmod 3:) 
的 解 由 同 .这 辣 余 方程 就 是 


(2z 十 1 和 十 27 二 (人 27 一 1 一 0Cmod 3 )， 
显 见 ,这 同 余 方程 的 解 ( 指 x 的 值 ;与 
2r 二 l=0tmod 3°) 
的 解 相同 . 直接 计算 知 , 解 为 
4fmeod 3°)., 
所 以 , 原 同 余 方 程 的 解 是 (为 什么 ) 
t=,d,]3Cmod 3:), 
解数 为 3. 
例 4 求 同 余 方程 x 二 1mod 2 的 解 . 
解 ” 当 1 二 1 时 .解数 为 1， 
= 二 ltmod 2). 
当 2 一 2 时 ,解数 为 2， 
rz 二 一 1] ,1tmod 2°). 
当 [23 时 , 问 余 方程 可 写 为 
Ce)(tx—1)=0(mod 2 ). 
和 中 于 zz 是 解 时 ,局 可 表 为 x 一 2y-+1, 民 入 上 式 得 
dyty 二 1) 汪 0(mod 2 )， 
即 
_ wf3y 十 1)= 王 0tmed 2 2) 
所 以 必 有 有 
y=0,—1(mod 2 
因此 : 解 工 必 渍 足 
zt 三 1 一 10mod 2 1). 
所 以 原 方 程 的 解 是 (次 什 么 ) 
1 十 2 一 1 一 1 十 2 7 (mod 2)， 
解数 为 4. 
例 s 设 素 数 户 >2. 求 同 余 方 程 x 二 1Cimod pp 站) 的 解 . 
解 同 余 方 系 本 与 为 
(zcr 二 1 一 0OCcmod p'). 
OU 


由 于 Cx 一 1;x 十 1)|2, 所 以 上 式 等 价 于 
T1100Cmod pp 或 x 十 1 二 0Cmod py), 
因此 .对 任意 的 41 解 为 
二 一 1,1(mod p'},， 
解数 为 2， 
习题 二 十 六 
1. 求 下 列 阿 余 方 程 的 解 : 
(1 2 十 27- 3 一 0Otgrmmod 45); 
《ii) 4 一 5 十 13=DCmod 33); 
(iii>y 二 一 98 一 23r 一 15=0rmod 143). 
2. 求 下 列 模 为 素数 震 的 同 余 方 程 的 解 ， 
(1) Tx C40(mod 73)1 
《ii x x 5S0(mod 737 4 
《ii T+ 5 二 13 二 0(mod 337 
Civ) 2 + 5r+13=0Cmod 31) | 
(Vv) r=3(mod 11373 (vi) -2(mod 191). 
3， 设 mm 一 2%prinrpr ,pp; 是 不 同 的 奇 素数 ,a 这 1 过 ) 雪 >)， 
史实 0. 证明: 癌 余 方程 x 二 1(mod m) 的 解数 
[< A 人 1 ; 
T=32 7, an 一 2; 


2 3 

4. 把 同 余 方程 二 1 (mod 关 ) 写 为 (zz 一 1)(r+1) 三 
otmod xz 当 jm 由 上 题 给 出 时 ,利用 把 同 余 方程 化 为 同 余 方程 组 
的 方法 ,提出 一 个 求解 z=1Cmod zw} 的 爹 部 解 的 具体 方法 . 并 用 
以 求解 吕 一 23。，37。 号 ,2，3:，5。7 的 情形 . 

5 设 - 是 六 的 不 同 素 因子 个 数 . 让 明 : 同 余 方 程 x! 二 
TOmneod zi 的 解数 为 2. 

6， 求 问 作 方程 i 寺 一 ](mod 0) 的 解数 . 
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7. (CD 设 21 a,21n. 证明 : 对 任意 i 问 余 方程 zx" 二 a (mod >) 
(iiy 设 p 为 闸 素 数 ,pt a;p1n; 证 明 : 对 任意 2. 同 余 方 行 
rz"==atmod pp ) 的 解数 相同 ， 
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S827 指 数 


我 们 已 经 多 次 讨论 了 以 下 的 问题 : 设 ie 一 1 填 
么 , 必 有 正 穆 数 4 使 得 
a“-=] {mod mm). C1) 
各 d; 是 合式 (1) 成 并 的 最 小 正 整 数 有 4, 则 对 任意 的 使 () 成 六 的 下 
整数 4, 必 有 
dla HH demod do}. C2) 
在 $3 例 3 让 从 了 2 一 2 的 情形 .在 3$4 例 12 中 完全 证 明了 
这 一 结论 ,并 指出 当 训 宇 ?2 有 时 ,dy 过 mr 一 1, 在 $17 定 地 4{Fermat 
Euler 定理 ) 中 证 有 明了: 对 任意 的 (aymm) 一 1, 当 4 二 gp(m)y 寻 式 (1) 
必 成 立 . 对 给 定 的 模 mr,as 是 由 a 唯一 确定 的 ,是 as 的 函数 ,cm 起 
启 画 (十 pr 网 约 的 Ya 美 小 模 pi 的 性 质 质 的 一 个 十 分 重要 的 大 (在 
3 17 定理 6 对 此 作 了 极 急 步 的 讨论 ) , 它 刻 固 了 模 六 的 既 的 剩余 
系 中 元 率 的 特征 . 为 此 ,我 们 引进 以 下 概念 : 
定 汉 1 设 训 宇 1,《a,m) 一 1. 合式 (1}) 成 立 的 最 小 下 整数 4 称 
为 a 对 模 吉 的 指数 (或 阶 ) ,把 它 记 作 6 Ca). 
定义 2 当 5.(a) 一 p(x) 时 , 称 a 是 机 sm 的 原 根 . 
首先 来 举 几 个 例子 .站 天 1 时 ,所 有 憩 数 的 指数 均 为 1, 且 均 为 
原 根 .我们 不 过 论 这 种 显然 情形 . 
例 1 =7 7) = 


计 表 知 , 原 根 为 - 2,3Cmod 7). 这 样 的 表 称 为 是 模 站 (一 ?7 的 
指数 表 . 
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例 2 区 一 10 一 2，5,wp(10)= 二 4. 模 10 的 指数 志 是 : 


由 表 知 原 根 为 土 3(mod 190). 
例 3 z 一 15 一 3 。5:9(15) 一 8. 模 15 的 指数 未 是 : 


由 表 知 无 原 根 . 
例 4 产 一 9 一 3 9) 一 6, 横 9 的 指数 未 是: 


出 表 知 原 根 为 一 4,2Cmoqd 3 7. 
例 5 有 一 8 一 22,9(8) 一 4. 模 8 的 指数 表 是 : 


由 表 知 无 原 根 . 

例 6 由 $17 移 1 中 的 式 (20) 知 , 当 / 汪 3 时, 模 2' 无 原 根 , 太 
384 (5) 二 2 ?, 由 直接 验算 知 ,m= 二 ?2 时 原 根 为 1,m 一 2* 一 4 时 ,一 1 
是 原 根 ， 

下 面 来 列 出 指数 的 基本 性 质 , 有 的 前 面 已 经 证 明 , 有 的 则 厦 显 
然 的 ,以 后 经 常 要 应 用 . 

性 质 1 若 5Eckmod rm) ,am) 1: 2608) = i (a). 

性 质 2 车 式 (1) 成 立 , 则 有 Gla)|d 盈 4 寺 0(mod dw tae)). 

性 质 3 B,Ca) gim) ,Br ta) |2 3. 

性 质 4 若 (a ,一 1 三 人 (mod mm) ,MAAtmod GateD 
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性 质 s5 在 Ce:mI 一 1 刚 a 人 cas 这 人 (ay 个 数 对 模 
mm 两 两 不 同 余 .特别 地 , 当 a 是 模 和 的 原 根 时 , 基 56, (4) 二 y(n) 
时 ,这 gO) 个 数 是 模 mx 的 :组 既 约 剩余 系 . 
性 对 5 实际 上 就 是 § 17 定理 5. 共 他 芍 证 明 留 给 污 者 ,下面 来 
证 明 进 一 步 的 性 质 . 
性 质 6 设 a 是 a 对 模 吉 的 道 , 即 a "1a 二 1(mod m), 我 们 有 
Sula 7) 一 全 (wu). 
证 这 出 4a“==1fmod mm) 成 立 的 充 台 条 件 蚌 
fa elmod m)} 


立即 推出 . 
性 质 7 设 关 是 非 员 整数 , 则 让 


从 (ez 
《GD sk) 


此 外 ,在 檬 mm 的 一 个 紫 约 刹 余 系 中 ,至 少 有 gl65 fa) 个 数 对 模 以 
的 指数 等 于 6,ta)， 

| 

a =lmod pp), a =1mod my}. 
因而 由 性 质 2 得 了 8 ,8' ;8. 由 前 者 推出 
6 | 
(Bk) | 【人 二] 

同市 让 i 所 以 .8 二, 即 式 (3) 成 立 . 当 ( 必 ;56 ta)}) 一 | 上 肝 ， 
dna 一 Eata) ,由 此 及 性 质 5 就 征明 后 部 分 靖 论 . 

性 质 8 5002 一 Ba06505) 的 充 要 条 件 屋 (6 Ca) ,6,05)) 一 


dn Ca*) — 


3) 


人 0 , 


证 入 你 一 Bf(ay 6"=6.(p) ,0—6, a8) ,7 [6 (0) 6.08) 1]. 
天 分 性 ”我们 有 1 三 (ab)* 尘 (ab) 人 二 a (mod mm) ;所 以 ， 
全 163” 由 此 及 (人 ,6 的 ) 一 1 推出 六 18. 同样 ,有 
l= a) a = (mod mp), 
有 所 以 ,68"185' ,由 此 及 (5' ,6 一 1, 推出 6"|5. 进而 ,由 18,6*|6 及 
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[800 一] 推出 65. 此 外 ,显然 和 有 tab)” 三 1Umod za) 所以， 
S166", 因此 8-= 人 O06". 

过 要 性 ”我们 府 teb 让 一] mod 17 折 |7 扩 一方 他 量 然 
在 #8" 由 此 下 语 == 合 全 就 推出 二 D6" .6 二 1. 让 举 . 

性 质量 ;7 匠 林 | 曾 :时 本 (| 有 Ca 

Cy 大和 一 1. 岂 有 有 

Bam C2) = Ld, Ca) ‘Gn (a) |. ‘1) 

证 6 可 由 性 盾 2 直接 推出 . 巾 () 即 得 6 18%w,Ca). 这 电 
6 一 方 而 .显然 有 二 1(mod mm) ,Ij 一 1， 
2, 由 此 及 Lp.1ms) = 二-1 推出 a nod yaom). 国 而 由 性 质 2 推 
上 全 afa 全 所 以 式 (4) 成 羡 - 证 毕 . 

遇见 , 式 (4) 可 推广 滨 ; 车 ro 两 而 虞 侈 和 峰 一 由 1 和 


册 | 
dau) = LO, Te Om a). 《5 
由 此 ,下 性 质 3 区 即 推 击 : 
Gala) | [gCm) se pm) (6) 
特别 地 . 当 避 一 2%piowp 六 ,pp; 是 不 同 的 再 素 数 : 我 们 有 
人 fa To, pp) PP) | AD}, C7 
其 中 
D, Qo— D1s 
Cn -一 | aa -一 人 (8) 
Ll 2 cu 过 


此 外 .利用 式 64? 可 计算 指数 . 例如 ,由 和 例 1 和 例 3 可 得 
(一 2 一 [6 一 27655 一 2) 一 16, 4] 一 12， 
性 质 10 设 (Conyzs) 一 1 那么 ,对 任意 的 elyaz* 必 有 a 使 得 
Bm (ay 一 -awayyBu (Cas)]， 
证 ”考虑 问 余 方 征 组 
Elfmeodl zz) 全 conOO rmsd. 
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由 孙子 定理 C8 21 定理 1) 知 ,这 同 余 方程 组 有 唯 - - 解 ，; 
Xatmod mn )}. 
亚 然 有 6 ICE) Om al) On, (a) = on, (ds). 由 此 从 性 质 9 就 推出 所 
要 结论 . 
对 于 模 闫 来 说 ,不 一 定 肌 gs(ab) 一 [BfalyBo(p) 成立, 例 

列 , 由 例 2 知 

S03* 3)—=2 0 3) 8003)7] 一 4. 

Oot3 7 7}=1 才 [O03) 007) |=d. 


S33 9)=4 = [68003) ,610(9) 1=4. 
BC? » 9)—=4=[6,(7) ,O09)1=4. 
一 般 可 证 明 以 下 结论 . 
和 性质 11 对 任意 的 ep, 一 定 存 在 ec, 使 得 
Bale) TH a,d.C6) |]. 
证 没 祝 二 B65) ,7 一 [ 疙 .一定 可 以 把 5' ,8" 
作 这 样 的 分 解 ( 六 什么 )， 
=rn, or", 
使 得 
(7 7 一 1， FF. 
咎 性 质 7 知 
Beat) 一 六 6 N= 
这 样 ; 由 性 质 8 推出 
Bab YT—B a OH YS. 
国 此 , 取 <== 咕 和 就 满足 要 求 . 
由 式 67? 可 推出 原 根 存在 的 几 些 条 件 . 
性 质 12 模 六 存在 诛 根 的 必 草 条 件 旦 : 
7 一 上 :2 本， 户 ，2 疡 。 (9 
其 中 户 是 奇 素数 ， 
证 当 和 六 不 属于 式 上 9) 列 出 的 情形 时 , 必 人 有 
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了 一 中 1 四 

或 
2 C10) 

其 中 pp; 为 不 同 的 奇 素数 ,aj 守 1(1 近 7 所 rr)., 设 Alm) 由 式 (7) 给 出 ， 
容易 验证 ,; 当 mm 属于 式 (10) 列 出 的 任 一 情形 时 , 必 有 有 

ACm) < pm), (11) 
由 此 及 式 (?7) 知 ,这 时 模 zm 没有 原 根 . 

下 节 将 证 明 : 当 x 由 式 (9) 给 击 时 , 模 zm 必 有 原 杠 存在 . 


习题 二 十 七 


1. 设 区 二 12,13,14,19,20,21. 

0) 列 出 模 x 的 指数 表 ; 

(ii) 旭 果 模 带 有 原 根 , 找 册 模 辣 的 最 小 正 剩 余 系 中 的 所 有 原 
要 ,及 模 x 的 最 小 止 诛 根 ; 

(1) 如果 模 ma 没有 原 根 , 找 出 模 mm 的 最 小 正 剩 余 系 中 所 有 
对 模 带 的 指数 为 最 太 的 吾 数 . 把 这 个 最 大 的 指数 和 ACm0(C 册 8 1 
式 (7)) 的 值 相 比较 . 

2， 求 全 CD) ,BCD Os CO) Op CBI do C11) decd) ,Dea (C5). 

3， 设 Atp20 出 $27 式 567) 给 出 , 证明; 藻 twiyn) 一 1, 则 ACmn) 
=—=[LAtm) ACa7 了 

4， 设 由 一 37,43. 求 出 模 关 的 最 小 正 剩 余 系 中 所 有 指数 为 6 

5. 这 天 产 1r 谤 1, 攻 人 :的 到 一 证明: 当 了 节 通 历 模 疡 的 婚 
芍 剩 八 系 时 .z" 也 明 历 模 关 的 婚约 剩余 系 ， 

5， 设 户 为 素数 ,83,(a) 一 3. 证明; 8,(] 十 4) 一 6. 

7 了， 匠人 fa 一 和 1, 则 关 是 素数 . 

8， 设 pp 为 素数 ,5p(a) 二 .证 明 : 

(0) 若 218, 则 a* 圭一 1]1tmod p); 

(i 苦 4 大: 刚 售 ( 一 4 一 疡 ; 

208 


CiD 看 2| 声 ,4f 正 , 册 人 3 一 c) 一 睛 72. 

9， 江 第 2 个 Fermat 数 严 一 2 十 1. 证 明 ， 

(i) Br (2)=2"!1, 

(ii 若 率 数 pF;; 则 ,0(2) 一 2"11，; 

Qn 下 , 的 家 因数 p 二 1]1(mod 2"11); 

iv) 符 Ff, 是 素数 ,n 记 1, 则 2 一 定 不 是 F, 的 原 根 ; 

(v) 和 右 R 是 素数 , 则 模 下 ,的 任 一 二 次 非 剩 余 必 为 五 , 的 原 


(vi) 存 卫 , 是 素数 , 则 士 3, 士 ?7 都 是 原 根 . 

10、 设 pg 荐 素数 ,证明 

0 若 9 尘 1(mod 4) ,二 29 十 1 ,由 2 是 模 p 的 原 根 ，; 

{ii) 若 g 寺 一 1 (mod 4) ,pp 一 29 十 1, 则 -- 2 昆 模 p 的 原 杠 ; 

(iii) 若 g 寺 1(mod 2),g 疡 3,p 一 2g 十 1, 则 一 3, 一 4 都 足 模 上 p 
的 原 根 ; 

(Civ) 若 g 三 1] (mod 2),p 二 49 十 1, 则 2 是 模 p 的 康 根 ， 

Cv) 分 别 对 每 种 情形 举 出 两 个 实例 来 验证 结论 . 

11, 设 吉 六 1yc 宇 14 Cam) 一 1. 再 设 (qa) 一 Q, 试 决定 8 ka) 
的 值 所 应 满足 的 亲 件 ,及 这 种 可 能 取 到 的 值 的 个 数 ， 

12. 放 吏 字 1 ,C6072) 一 ] 及 4 一 6%ta) ,6,{5)). 证明: 

CQ) AB ap) — Gad CD); 

《ii) A Cad) (0% Cab) AD, Ca) 6, CH). 

13. 奉 檬 mm 有 原 根 g, 则 g* ,1 入 pm) (Po)) 一 1 是 两 
两 对 模 mm 不 同 余 的 模 m 的 所 有 康 根 ,个 数 为 以 pz) )， 

14. 若 模 zw 有 原 根 , 基 3,4;6, 出 权 nm 的 所 有 目 原 根 
8(1 二 二) 之 积 对 模 mx 同 余 于 1. 
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328 原 根 


本 节 主 要 证 明 
定理 1 模 wmw 有 原 根 的 充 要 条 件 是 
m=1,2,4,1°,2p"，, 
其 中 是 苛 素 数 ,a:1. 
定理 的 必要 性 已 由 和 27 性质 12 推出 . 当 mm 一 1:2.4 时 原 根 分 
别 为 ,1 一 1 所 以 ,定理 庆 结 为 要 证 明 rwr 一 pp*',2p" 时 有 原 根 .下 
面 分 贞 个 定理 来 渤 肯 这 一 结论 . 
定理 2 设 请 是 素数 , 则 异 户 上 必 有 原 根 . 再 人 上 :对 每 一 正 整 
数 了 bp…1: 和 在 模 记 的 一 个 婚约 剩余 系 中 恰 有 ec 个 数 对 覆 产 的 
得 数 为 坟 . 
证 法 一 由 有 27 性 质 11 知 ,一 定 存 在 整数 < 使 得 
Cg) HY dC) ,pC po—1) |=6., 
大 网 ;6i 记 一 1 ,及 8 站 1 一 1 2 一 1. 因 而 , 同 余 方程 
XO—1 二 tmod p) 
有 和解 #2 寺 12 中 , 户 - 一 1(mod p), 由 $25 定理 2 知 ; 闫 一 1 大 人 所 
以 ,6 一 志 一 1. 这 就 说 明了 g 是 模 p 的 原 根 .由 此 及 $27 性 质 5 和 
7¢ 联 a 一 g) 斌 可 推出 定理 的 疝 一 部 分 结论 ( 留 给 讯 背 7. 
证 法 二 设 相 lp 一 1 以 中 表示 模 产 的 一 个 始 约 剩余 系 中 
对 模 pp 的 指数 等 于 d 的 所 素 的 个 数 , 我 们 有 


> wd)=p—l1. (1) 
| 一 1l 

对 模 p 指数 为 4 的 数 全 满足 同 余力 程 
aC—1=0mod pi. (2) 


显 舌 有 xz 一 1|x* 一 + 二 zxC27 1 一 1), 所 以 由 $25 定理 5 知 癌 人 条 方 
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大 42 的 解数 为 人 如 末 存 在 < 对 槛 产 的 指数 为 过 . 则 由 27 性质 
$ 和 .27 的 全 部 艇 六 
Ta oa mod p). CL 
而 出 527 生计 7 了 台中 仅 有 有 人 jd 一 110 75d 1) 对 可 
时 指数 泥 如 . 即 玫 个 数 对 模 包 的 措 数 沪 4 汶 衬 就 证 明了: 
他 芷 2 测 模 产 的 指数 为 < 
dict)— ns ‘2 
0， 不 企 在 a 对 模 的 指数 为 ad. 
出 $17 定理 3 名 
> pd) = po—1. 
a pe: 


让 此 及 式 上 得 
Fd) WE 
由 乳 丰 式 (4) 就 推出 : 对 所 有 的 dlp 1 必 有 
人 (= 《3 ) 
和 转 州 地 有 有 
Jp}—=etp— 1). (6) 
该 就 证 明了 克 根 的 存在 性 以 皮 全 部 结论 
定理 3 设 记 为 奇 素数 .于 么 ,对 任 许 的 a 宇 1, 模 pp* 必 有 原 
根 . 书 实 上 ,存在 立 使 得 对 所 有 的 = 芋 1:5 十 模 产 . 模 2p” 的 公共 的 
原 和 根 . 
证 分 以 下 几 步 来 证 . 
0) 站 gg 是 模 pCa 守 ]) 的 床 根 , 则 8g 一定 是 模 p* 的 原 根 . 设 
8 一 tg), 由 327 性质 3 知 站 gx" 由 
gS=l(mod p’) 
可 推出 5 为 作 么 ) 
gS= lmod 恩 "11)7. 
讲 | 币 .从 8 27 手 质 2 上 太 假 设 知 
gp) 6 (8) | pe. 
由 于 ( 见 $ 16 定理 8) 
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pip)—=p (pp—1),， 天 六 1， 《7》 
从 以 上 两 式 得 gcp |5. 因此 5 一 gtp" .这 证 证 明了 所 点 结论. 
(ii) 若 上 & 是 模 请 fa 衬 1) 的 原 根 , 则 必 有 
BiCgD 一 op 或 了 pc1)， 
因由 假设 此 人 性质 9 条 ， 六 一 人 (人 | Bo 人 由 和 27 性 
奈 3 知 6 |gCp"t ,由 此 利用 式 忆 就 排出 所 这 结论 ， 
fiiiy 当 为 责 素 数 时 , 若 g 足 模 六 的 序 根 ,日 有 


El :一 1 一 > 户 、 pl r. (BY 
中 g 是 所 有 横 p"ta 宇 1) 的 原 根 , 我 们 来 证 明 ， 对 al 有 
Ee 一 十 ra 六 ptria), 日 


其 中 rtka) 是 一 焊 数 . 妆 = 一 ] 时 , 式 (9) 就 是 式 (8) ,所 以 成 江 . 设 式 
C9) 对 a 一 2( 衬 1) 成 立 . 当 & 一 7 十 1] 时 ,出 归纳 假设 得 
gr rn pp )r 
irin)p" + 3 Pp— Dr Cn) pt 
二 1 十 ren 二 1)p" 1， 


er 
要 


rtno1l Tp Dm 2). 


由 于 pp 忆 背 数 人 Rpt rin?, 卫 以 pt rin 一 1). 这 氏 证 明了 式 (9) 对 
a 一 7 十 1 成 立 . 因此 . 式 (9) 对 任意 的 a 守 l 都 成 并 ,由 式 (9) 上 成 00D 就 
推 山 g 是 所 有 模 p* 的 诛 根 . 

(iv) 设 记 为 奇 素数 ,g' 是 检 p 的 原 根 日 为 奇数 (各 ww' 必 侦 数 
同志 代 7. 于 委 

g—g tip tm—0,]….p—1, C10» 

都 旦 模 p 的 原 根 , 且 除 了 一 个 以 外 .都 满足 条 件 (8). 我 们 有 

Ee 
其 中 有 为 和 慷 数 , 设 tg')* 下 二 1 十 ap; 由 上 式 得 

Eg? l=1Ttp— er ap Ap:. 
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由 二 Cp, Cp 一 gg 一 1, 所 以 ,i 的 一 次 同 余 方程 

ple ia—0Otmod p) 
时 解数 为 1C820 定 悍 17. 和 这 就 让 时 了 隔 些 的 结论 . 由 上 一 0:1， 
…; 户 一 1 中 至 从 有 了 两 个 人 由 数 划 人 为 柯 , 所 以 :各 可取 到 模 的 一 
个 原 根 8 为 奇数 用 请 足 茶 件 5683》 我们 把 它 记 为 去. 

(4v) 由 中 和 Gy) 让 推出 名 是 所 有 模 户 (a 世 的 厌 根 . 由 于 

为 奋 数 ,所 以 
《52 一 mod p’) 
I 
Cg lnod 2p") 
竺 价 . 因此 Btg) = 二 Bw Cg 一 gp 出 此 夏 wt2p 习 一 ptp 就 推出 
是 所 有 模 2p"ta 这 1) 的 原 根 ,让 毕 ， 

由 $27 性 质 12 帮 定 坪 2. 定理 3 就 完全 证 明了 定理 1. 如何 
求 原 根 是 :个 很 霜 难 的 问题 肖 先 要 去 求 柳 包 的 原 根 ,然后 依照 
定理 3 证 明 中 的 方法 去 求 模 p” 太 2p* 的 原 根 .但 求 模 多 的 原 根 没 
有 一 般 的 方法 ,只 能 对 有 具体 的 素数 jp 按 原 根 的 定义 逐个 数 去 试 
算 . 下面 来 举 几 个 倒 ， 

例 1 求 ps 一 23 的 原 恨 ， 

解 ” 由 于 a 对 模 包 的 指数 局 是 也 一 1 的 次 数 . 所 以 为 玉山 指 
数 口 过 去 计算 a 对 模 记 的 简 余 ,wi|p 一 1. 

这 里 户 一 1 一 22 一 2， 11: 它 的 除数 & 一 1.211,22. 乱 求 < 一 2 
对 异 23 的 指数 ， 

2:—4tmod 231， 
2 一 3 Cnod 23). 
所 以 65:02) 一 11,2 不 是 模 23 的 原 根 , 再 求 4 一 3 对 模 23 的 指数 
32=9rrmod 237， 3":=4(mod 231， 
3 3 5)* 9—=]mod 23)., 
所 以 03) 一 11, 3 不 是 模 23 的 原 根 . 再 求 Gastd). 
4° 三 一 7(mod 23),4 二 (C47 4* 二 37 《一 5)=1Cmod 23)., 
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所 以 304) 一 11,4 不 是 模 23 的 原 根 . 再 求 8,;《5)， 
52=2frmod 23), 
51=(37 34 10=4+， (一 6 二 一 1]Cmod 23). 
5 吾 王 1ftbod 23)., 
所 以 :826 一 22.5 夺权 23 的 原 根 , 且 是 最 小 止 原 根 . 
为 了 和 进一步 求 出 模 p*,2p" 的 原 根 ,就 肇 验证 式 (8) 当 gg 二 5， 
户 二 23 时 是 否 成 立 . 这 实际 上 就 是 求 g”' 对 模 pi? 的 剩余 . 这 里 23- 
一 529， 
5:=25(moqd 23:), 
S523 二 2 23，2 十 24=10。23 一 7(mod 23-)， 
5310+* 23—7)(23 二 2) 三 13 ， 23 一 ]4 
二 12 .23 二 g(tmod 237)， 
3212. 23+9):=216 * 23 十 81 志 13 * 23 一 11(mod 23?)， 
52=(13 + 23—11)(23 十 2) 寺 15 * 23 一 22 
二 1 十 ]4* 23tmod 237), 
由 231 14 及 5 是 奇数 就 证 时 了 5 是 所 有 模 23",2，23" 的 原 根 . 
例 2 求 模 41 的 原 根 . 
解 41 1 一 40 一 2:。5, 除 数 吕 二 1,2,4,8,5,10,20,40. 依次 
来 求 < 一 2,3.… 的 指数 ， 
=4{mod 41Y) ,2==16Cmod 417 ,2°—— 9(tmod 413， 
30= 1](mod 41), 2 二 Et(mod 41), 
所 以 58,1062)|20; 由 -于 dd :220,020 时 ,2" 关 Itmod 417 ,所 以 64002) 
一 20. ?了 小 是 原 根 ， 
3: 二 9 (mod 41),3: 二 -1mod 81) ,3=1(mod 41). 
同 理 可 得 64(63) 一 8. 所 以 3 也 不 是 原 根 . 
注意 到 [802),5453)] 一 [20.8] 一 40. 所 以 我 们 不 用 焦 次 计 
算 4,3,-… 的 指数 ,而 可 利用 8 1 性质 11 来 求 原 根 .注意 到 
Bf2) 一 4。5， 814(3)=1* 8. 
由 性 质 11 条 c 一 2:，3 一 48 是 原 根 . 因此 ,7? 也 是 模 41 的 原 根 . 这 
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- 求 原 概 的 方法 宗 质 上 所 是 定理 2 的 证 法 一 . 枯 此 证 法 一 在 革 渤 
情形 下 是 寻找 序 根 的 一 种 方法 ， 
为 求 11.2。，41" 的 序 根 要 计算 ?对 模 4 一 1681 的 狐 余 - 
7T:==41--8Cnod 41°7),， 
?7! 二 (C41 二 8) 一 ]8{4]1 一 1} (Cmod 41*)， 
二 3 * (41 1 1)(141 一 1} 三 一 3(mod 41*),， 
TgCmod 41:)Y, 72 一 SLCtnod 41):, 
T7241—1):=1 二 (4)* dl(mod 412). 
由 411 一 4,7 是 痛 数 ,就 推出 ?是 所 有 模 41",2，41" 的 原 根 . 
例 3 求 模 43 的 原 根 . 
解 。 143 一 1] 二 42 一 2，3，7. 除 数 d= 二 ],2,3,7,6,14,21;42. 半 
和 
-一 4tmod 43),?’”= 
2 — 1{mod 43), pe Cod 条 当 ] ， 
所 以 ， 3227 一 14， 再 求 3 的 指数 . 
3 二 9Cmod 43), 3 三 一 160mod 43),， 
‘二 一 5mod 43)， 3" 二 9* (5) 二 一 2{tmod 43)， 
3 一 6fmod 43), 3!! 三 36 三 一 7(mod 437 ， 
32 = 一 1fonod 43). 
所 以 3 是 模 43 的 原 根 . 
下 型 来 求 3# 对 模 13: 一 1849 的 剩余 . 
34-=81=2 - 43 一 5(mod 432)， 
3 43--5)= 5 + 43—5) (mod 43°7， 
3 5:(3 + 434 25) (mod 432) ， 
3 (3 +43 二 25)(2，43 一 5) 二 52(35 。 43 一 125)， 
二 一 52C11 * 43--4), 
32 二 一 (2。43 一 11)(011 -43--4? 一 一 44(mod 4327， 
二 43 十 1}: 寺 1 十 2 * 43Cmod 432). 
由 4312 2 及 3 为 奇数 知 3 是 所 有 模 43",2， 43” 的 原 根 . 
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习题 二 十 人 


1. 试 求 模 11,13,17,19,31,37,53,71 的 最 小 正 原 根 . 

2， 试 求 一 个 g, 它 是 模 的 原 根 ,但 不 是 模 pp’ 的 原 根 :pp 二 5， 
7.11,17,31. 

3. 证 明 : 10 是 487 的 原 根 ,但 不 是 487: 的 原 根 . 

4. 试 求 一 个 g. 对 所 有 的 a 宇 1, 它 是 pp,2p" 的 趟 根 : 

p=11,13,17,19,31,37,53,71. 

5.。 谈 户 是 素数 ,之 1. 证 明 : 
| Otmod p), Pp—lik; 
[Cmod p). p—1|A. 

6， 设 素数 p>2,p 一 1 的 标准 素 因数 分 解 式 是 gi …g*. 证 明 : 

《i) 对 任 - -11 过 js 过 r) ,存在 aj 对 模 的 指数 是 gii (不 能 利 
用 模 p 存 仁 原 根 }; 

fiiy aieear 是 模 pp 的 原 根 ; 

i) 举例 说 明 如 何 用 这 一 方法 来 构造 模 23 的 原 根 . 

7, 求 槛 pp 的 所 有 原 恨 sg ,1 之 gp: pp 二 19,31,37,53,71. 

383， 求 模 2p 的 所 有 原 根 g,1<g<2p: p= 二 19,3],37,53,71. 

9. 设 X90) 由 人 27 式 (7) 给 出 , 证明: - 定 存在 和; 使 Suka) 一 
Am 上 且 至 少 有 Am 个 两 两 对 模 x* 不 同 余 的 a 有 这 性 质 . 


1 + 2 二 (Cp 一 1)*= 


$ 29 ”二 项 同 余 方 程 


设 xn 实 2. 我 和 们 把 同 余 方程 x" 二 almod mmr) 称 为 模 x 的 二 项 同 
余 方 程 . 我 们 已 经 不 里 一 次 地 讨论 过 这 种 类 型 的 同 余 方 程 . 由 辣 余 
方程 理论 知 , 它 可 归结 为 讨论 避 二 pp 为 奇 素数 ,及 澡 二 2” 这 周 
种 情形 ,上 且 (Ca,mr) 二 1 为 什么 }. 利用 原 根 及 模 2 的 婚约 剩 全 条 的 
结构 ,这 可 以 归结 为 解 一 次 同 余 方 程 . 本 节 就 是 去 讨 论 这 一 问题 ， 
所 有 结论 的 证 明 都 是 利用 指数 与 原 根 性 质 ,是 一 个 很 好 的 练习 :所 
以 只 列 出 结论 ,而 证 明 全 部 留 给 读者 (详细 证 明 此 [8, 第 五 章 . 3 3， 
§ 4]). 


指标 的 概念 与 性 质 
当 模 有 原 根 时 , 它 的 始 约 剩余 系 可 表 为 
g' =18 sg . C1) 
也 就 是 说 ,对 任 一 afe,m) 一 1 必 可 唯一 地 表 为 : 
a=£ (mod m)}, 0 gum). C2) 


这 表 厦 当 mr 有 原 根 时 , 授 过 取 定 原 根 &, 模 江 的 既 约 刹 余 系 与 檬 
pm) 的 完全 简 余 和 双 之 同 可 建立 :一 一 对 应 的 关系 ,这 种 对 诺 由 式 
(2) 给 出 . 

#17 定理 了 证 明了 : 通过 取 定 二 民 例如 Bo 一 5)， 当 Briefgo) 一 
2 一: 时 , 模 一 27a 之 3 的 婚约 剩余 系 可 表 为 : 


goo+1,+tgl, ,tp 一 1， (3) 
也 ,就 是 说 , 对 任 一 Us {er 2) 二 1] 生 必 可 唯一 地 表 为 
as=( 一 1 (mod 2°), (4) 


OY TN, OFM 2 
这 表明 模 2 (az3) 的 醋 约 翻 余 系 ,通过 一 1 和 go, 同 模 2 的 完全 王 
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多 系 和 巾 2 的 完全 剩余 和 壮 构成 的 数 对 1 之 间 可 建 记 - 

对 放 的 关系 ,这 种 对 序 出 式 (4) 给 出 .这 类 表示 形式 的 优点 在 村， 
就 村 模 x 吏 约 的 数 来 说 ,它们 对 模 mw 的 匀 法 运算 可 转化 为 方 实数 
调 如 尘 汉 算 . 所 以 ,这 种 表 拓 形式 在 理论 与 诬 用 上 部 下 有 用 的 . 为 
玫 就 此 研究 这 种 胡 示 形式 的 基本 性 贰 . 

定 尺 1 设 模 wm 有 原 根 g ,aymmr) 一 1. 我 们 把 表 汶 式 (62) 中 的 
> 株 为 是 & 对 模 束 的 以 gg 为 底 的 指标 , 记 作 了 7cta): 当 不 会 混淆 
时 简 记 作 7 了, ca) 或 YG). 

定 愉 2 设 a 宇 3.(a;2) 一 1. 我 们 把 表示 式 (4 中 的 7 ,YY 
称 为 是 a 对 模 2 的 以 一 1,86 为 底 的 指标 组 , 记 作 六 -ee (a)， 
7 (a) , 当 不 会 混淆 时 简 记 作 

YY ra) 或 六 Ka Ya)， 


关于 指标 ”ska) 有 以 下 性 质 ， 
性 质 1 设 g 足 模 玉 的 原 根 ,ao 一 1. 行 
ga nod mm), 
由 有 天 二 ytatmod oa) 且 友 过 来 也 成 工 ， 
性 质 2 设 g 是 模 w 的 原 根 , a8,m) 二 1; 风 有 
Ye ad) mod Pm). £5) 
性 质 3 设 g,g 是 模 靖 的 两 个 不 回 的 原 根 .az 一 1. 我 们 


有 
Ya ra) ala) (mod 1 ). C62 
yzfpy Foaltg}El mod pp), C7) 


性 质 3 刻 画 了 对 不 同 诛 根 的 指标 之 癌 的 关系 .以 上 性 盾 才 明 : 通 
常 对 数 的 运算 规则 ,对 指标 的 运算 (在 模 gxm) 的 意义 下 ) 也 成 江 ， 
式 46) 就 相当 于 对 数 的 换 底 公式 . 关于 指标 与 指数 的 关系 右 下 面 的 
结论 . 
性 质 4 设 g 是 模 的 原 根 ,ta,m}) 二 1. 我 们 有 
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FO mR Ys a) PC) ), 人员) 
由 此 推出 , 当 zm 有 原 根 时 ,对 每 个 正 除 数 yim) ,在 模 x 的 “个 
婚约 剩余 系 中 , 恰 有 ga 个 元 素 对 模 六 的 指数 等 于 d. 特别 地 , 愉 
有 zy 的 大 报 . 
和 由 性 质 4 知 ; 当 模 mm 有 原 根 时 ,对 任 一 gkm},: 指 数 为 dq 的 
of 个 数 是 


em 人 Dt {trd iO—1. “97 
禾 别 地 ,gigplxm)) 个 原 根 是 
He Om (tPA 二 1 C10) 


当 己 知 模 wi 的 一 个 原 根 g 时 ;我们 道 过 依次 计算 式 咒 ) 中 的 
gi(0 和 7 之 glm)) 对 模 的 绝对 最 小 和 镜 余 或 最 小 正 剩 余 , 就 可 得 到 
模 mx 的 绝对 辟 小 婚约 剩余 系 或 最 小 既 约 止 剩余 系 的 每 个 元 案 的 
指标 ,由 此 从 式 58) 得 到 指数 . 把 所 得 到 的 这 些 结 果 , 按 折 标 的 大 小 
顺序 或 茎 约 剩 件 系 的 大 小 顺序 来 列表 . 这 种 表 ( 通 常 称 为 指标 表 ) 
可 殿 具 体 应 用 时 查 用 ,是 十 分 方便 的 . 下面 来 举 几 个 例 . 

例 1 构造 模 23 以 原 根 5 为 底 的 指标 表 . 

中 $28 例 1 知 ,5 是 模 23 的 原 根 ,pt23) 二 22. 先 按 指 标的 次 
序 来 列 胡 1, 央 为 依次 计算 5 对 模 23 的 绝对 最 小 剩余 比较 和 容易. 


按照 绝对 最 小 既 约 剩余 系 的 大 小 次 序 来 排 ,指标 表 1 就 变 为 表 2. 
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巾 表 知 , 模 23 的 原 根 ( 即 指 数 等 王 22 的 元 素 ? 有 10 个 ,它们 


一 - 口 ， &. 站 。 4 011. C11) 
护 训 为 11 的 花 素 有 有 10 个 ,它们 是 ， 
一 11， 1] 人 :一 了 一 0 【2 


拉 交 为 2 的 元素 有 -个 ， -1. 指 数 为 1 的 有 -个 ， 1. 
大 十 柑 mr 一 2*Ca:3) 的 指标 组 Ys C207 ;oa) ,我 们 仪 
: 吓 论 gn 一 5 的 情形 ,并 把 它们 简 记 作 六 (Ca ,YW (a). 


性 质 5 和 苦 二 (一 175*Cmod 2 , 则 有 


j= a) 1) /2(mod 2), ‘13) 
A 二 Ya (mod 2° °°)., C14) 
性 质 6 设 (a6,2) 一 1. 我 们 有 
YabsrY a+r th) (mod 2)， £15) 
点 
yap Ct th) mod 2" *). C16) 


性 质 7 设 ia,2) 一 1. 我们 有 
Ta) 2 OYM (a) 2 
[2/7 Da) .2), ya) 一 0， 

性 质 8 设 a 关 3.1 委 可 2 以 站 YI 记 在 模 2 的 一个 既 约 
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da ta 一 ‘17) 


剩余 系 中 指数 为 过 的 元 彭 个 数 . 我 们 有 
1 d=1; 
ta ) = 3， d=2:; C183 
2ptdy, 2<d|2° 
类 似 于 有 原 根 时 模 mm 的 指标 表 , 我 们 可 以 米 列 出 横 2*Cca 宇 3) 
的 指标 组 表 , 其 中 的 指数 8c4) 一 8x ta) 由 式 (17) 排 出 ， 
例 2 构造 模 2: 一 64 的 指标 组 表 Ca 一 6).， 
表 3 


Loi HL 


Yin) : : 8 9 1 1 12 13 14 15 
: 9 一 1 一 和 一 2 “7 2 17 21 23 13 


3 4 5 1 9 mn 1 2 13 14 1 
5 ? 一 29 一 17 一 21 23 


表 3 是 按照 指标 Ya) 的 大 小 次 序 , 分别 了 Pa 一 Da) 一 
] 来 排列 的 . 由 此 可 得 到 按 模 站 的 绝对 最 小 剩余 系 排 列 的 指标 表 
( 风 表 42， 


当 as2 时 , 模 2* 有 原 根 , 它 的 既 约 独 余 系 可 由 式 (1) 的 形式 
给 Hi; 当 a 写 3 时 , 模 2° 没有 原 根 , 它 的 婚约 剩余 系 可 由 式 人 4)( 我 
们 总 取 定 go 二 给 出 . 为 了 叙述 方便 ,我 们 把 这 岗 种 情形 统一 起 
来 .说 


cay '1， 4 一 1， can | 1， 4 一 1， C19) 
下 i b 
Cl E 12, ac ， 它 全 | pa- 42. 
那么 , 当 ee 时， 

(一 1 3 ,07 Te 07, C20) 


是 模 2 的 一 组 既 约 剩余 系 , 这 一 结论 对 a 一 1,2 很 容易 直接 验证 ， 
当 ag 字 3 时 ,这 就 是 式 53)Cgo 一 5). 无 论 何 种 情形 , 当 
2 一 (一 1)” 5 (mod 2") 

时 ,我 们 者 把 1 :72 称 为 对 模 2 的 指标 组 . 显 见 ,a 二 1,2 时 省 
有 7 二 0. 

现在 我 们 米 讨论 二 项 同 余 方程 . 

定 汉 3 设 识 宇 2,(a ,mm) 一 1 ,nn 宇 2. 人 如果 二 项 同 余 方程 

Tatmod m), C21) 

就 称 < 居 模 mm 的 rn 次 剩余 ;如 果 无 解 ,就 称 为 是 模 m 的 次 非 薪 
祭 ， 

定理 1 设 襄 主 2,(Caym) 一 1; 及 权 nr 有 原 根 gz, 那么, 同 作 方 
程 (21) 有 和 解 , 即 a 是 模 产 的 闫 次 剩余 的 交 要 :条 件 旦 


《天 2 | 7 C22) 
这 里 ya 一 六 rc) 是 e 对 模 和 的 以 于 为 底 的 指标 . 此 外 ,有 解 时 
C21) 愉 有 nx,pCm) 个 解 . 
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因为 同 余 方程 (21) 的 解 x+; 必 满足 tx ,mr) 一 1, 所 以 可 设 


工 2 god my). {237 
这 样 ,(21) 就 等 价 汪 3 的 一 次 同 余 方程 
ny=Y a) tmod gm 2)., {24) 


定理 1 纵 出 了 当 模 sm 有 原 根 时 具体 求解 方程 C1) tta,m) 二 1) 
的 方法 :Gy 利用 指标 表 找 出 a 的 指标 Y(ta); (ii) 解 同 余 方程 
(2455fiiil 着 (24) 有 解 , 则 对 每 个 解 ytmod gtm1)) 利 用 指标 表 找 
出 工 兴 足 式 23). 这 样 得 到 的 所 有 的 xtmod rr) 斌 是 (21) 的 全 部 
解 . 
例 3 和 解 辐 余 方 程 x ?二 41(mod 23). 
解 由 $28 例 1 知 ,5 是 模 23 的 原 根 . 41 寺 一 5C(mod 23) ,从 
例 1 的 表 2 中 找 出 7w.s(41) 一 12. 所 以 ,要 解 问 余 方程 
38y=12tmod 22). 
由 于 (8,22) 一 2112, 所 以 上 述 同 余 方 程 有 和 和解, 解数 为 2. 容易 看 出 ， 
它 的 阿 个 解 是 
y= 一 4,7(mod 227, 
也 宣 1 的 表 1 中 找 出 指标 为 18(18 寺 一 4{mod 22)) 的 数 是 656; 指标 
为 ?7 的 数 是 一 6. 所 以 原 方 程 的 全 部 解 为 


定理 2 设 模 mw 有 有 原 根 ,n 庄 2. 那么 ,在 模 严 的 一 个 婚约 剩余 
杀 中, 模 wi 的 5 次 简 余 恰 有 PC Ca 个 . 
例如 , 模 23 的 8 次 剩 全 有 11 个 ,它们 是 
dmod 23), Tt il1， 
由 例 1 的 表 1 可 查 出 
ca 王 1,2,.4.8,.--7,9 ,一 5 一 10 3 6 一 116mod 231， 【过 对 
定理 3 设 模 mr 有 原 根 ,n 宇 2. 那么 ,a 是 模 关 的 革 次 和 亚 余 , 印 
二 项 辐 余 方程 (Cu,m) 二 1) 有 解 的 充 要 条 件 是 
am] (mod m), C26) 
即 有 
之 2 


PO 
Sn la) Gr, pm C27) 


成 立 . 旦 有 解 时 有 (tao 个 解 . 
一 23,.n 一 8 时 ,p23)7(8,g(23)) 一 11. 由 例 1 的 表 1 逢 ， 
洲 足 Swta)|11 的 全 恒 a 正好 是 由 式 1425) 给 出 ， 
让 和 面 来 讨论 产 一 2 之 3 的 情形 . 
定理 4 设 六 一 22.a 姜 32fa 以 上 帮 a 对 模 2 的 以 -1.5 为 次 
时 指标 组 是 ztay.ofa) ,那么 :是 伐 关 的 次 剩余 , 妈 工 项 
辐 作 方程 (21) 有 解 的 充 要 条 件 是 
Cano2) 7 Da (nl YC ), (28) 
上 有 解 时 恰 有 ft,2)*， 22) 个 解 .也 就 是 说 , 当 21 7 时 .总 有 有 和解 
且 恰 有 和解 ; 当 2|x 时 ,车 有 解 则 有 2， (cx,2”” ;个 解 ， 
为 让 定理 4, 类 似 于 式 (23), 设 
+ 一 (1)"5(mod 2°). (29) 
议 样 . 国 余 方程 (21) (Cm 二 2”) 就 等 价 于 问 余 方程 组 
ms (a} (mod 2)，, 
v= a) (mod 2°*). 
例 4 解 同 余 方程 x 二 17 (mod 25). 
解 ” 由 例 2 的 表 4 坦 得 17 的 指标 组 是 关 0?) 一 0.7Y"™ (17) 
= 12. 国 此 ,要 解 两 个 深 同 余 方 程 : 
12uS=0Cmod 2), O01l. 
12w:=12tmod 27), Dr 24. 
功 知 .nu 一 D13v 一 1,5,9;13. 这 样 ,由 式 (29) 就 给 出 xz 的 8 个 解 , 杏 
全 2 的 表 3 得 到 这 8 个 解 旦 
x=5;—11;,—27.2],—5;11,27,—21(Cmod 2°). 
例 5 解 同 钉 方 种 #1 二 27 (mod 25), 
解 ” 查 例 2 的 表 4 得 7 0027) 一 1 ,Ym (27) 二 9. 因此 ,要 解 两 
个 -一 次 同 余 方程 
tlueitmod 2), Onl. 


C30) 


忆 避 和 


117=9mod 2 。 0Dszt< 214， 
容易 解 得 zx 一 1 一 1 这样, 再 式 (29) 给 出 的 < 诅 是 原 廊 程 的 解 ， 
查 例 2 的 表 3 得 到 解 x 二 :一 29(med 25). 
定理 5 设 训 一 2" .2 宇 3, 那 之 .211 昌 机 2 的 一 个 加 约 剩 
祭 系 中 的 全 部 元 素 都 是 模 2 的 a 次 剩余 ; 当 212 时 , 模 2 的 一 个 
既 约 剩余 系 中 有 2 2 Ca,2 1) 个 元 素 是 模 2 的 次 剩余 ， 
例如 , 模 2 的 12 次 剩余 a 的 指标 组 应 满足 
(IJ2.2)—=2|7 tad, (12,2) =4|7Y (a). 
因此 ,有 Ya) 一 0;7Y(0) 一 0,4;8;12, 查 例 2 的 下 3 得 模 25 乓 
12 次 剩余 有 由 个 ,它们 是 ， 
az=-1 15,—31,17(mod 2°), (31) 
定理 6 设 区 一 2 ,a 守 3,21n, 及 2: 一 (nn,2 呈 人 9 那么 ,a 足 横 2 
的 二 次 剩余 : 妈 二 项 同 余 方 种 (21) 有 解 的 充 要 条 件 是 
=1{mod 2 2), (22) 
由 定理 6 知 , 模 关 的 12 次 剩余 a 应 足 
d=l1 (mod 2°), 
因为 2 二 (12.2 和 一 27 ,A 一 2. 这 和 式 (31) 得 到 的 针 果 相 河 . 
利用 指数 与 指标 组 之 问 的 关系 (性 质 5,7), 像 证 明定 理 3 一 
样 , 从 定理 4 可 以 推出 : 
定理 了 设 避 一 2',a 字 3,21 a. 那么 ,a 是 模 22 的 天 演 剩 余 , 即 
-项 辐 全 方程 (1) 有 人 解 的 充 要 条 件 是 ，: 
(ae 一 1372=0kmod (ns20)), Bonfe):2 ny2 3}, (33) 
也 就 是 条 件 : 
(ze 一 1)72 一 0Cmod a2 a m=1(mod 2 (34) 
定理 了 也 可 以 从 定理 6 推出 . 


习题 二 十 九 


1. 利 出 兵 标 表 解 以 下 间 余 方程 ， 
Cy 3zs=5frmod 7); 《ii ris=1é(mod 17); 


C1) 06514fmod 41); (Civ) 3°=2tmod 23). 
2 对 哪些 整数 5, 同 余 方 程 74*==pl(mod 41) 可 解 ? 
3， 设 素数 pp 六 2., 证 明 ; 问 余 方程 x: 寺 一 1tmod 志 ) 有 和解 的 充 
要 条 件 是 p=16mod 8}), 由 此 推出 形 如 p 二 1itmod 8) 的 素数 有 无 
穷 多 个 . 
4， 解 同 余 方程 : 
(1) x E13tmod 64); 《ii x 7 tmod 128). 
解 同 余 方程 ， 
fiy》 3 7ftniod 2° 31)3 (1) 5 Smod 2° + 23* 19), 
8， 利 用 原 很 求 出 以 下 模 症 的 全 部 3 次 .4 次 到 余 ， 
m=13,17,19,23,41 .43,17:,23:,41 ,43:, 
若 素 数 p= 二 5Cmod 37), 则 同 余 方程 x: 寺 一 1(mod p) 无 解 . 
8， 设 pp 导 素 数 , 证 朋 ; 同 作 方程 x* 三 16(mod pp》 一 定 有 解 . 
9. 让 明 ; 2 是 模 73 的 8 次 剩余 . 
10. 设 素数 p 寺 3Cmod 4). 证 明 : a 是 模 户 的 4 次 剩余 的 充 要 
条 件 是 | | 一 1, 即 是 模 pp 的 2 次 剩余 .求解 同 余 方 程 
=a3tmod 11). 


一 上 
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3 30 x? 十 xx: 二 xX? 一 记 


这 商 节 应 开 同 祭 理 论 讨 论 两 个 基本 的 .重要 的 不 定 方 程 ， 
30 中 有 的 十 下 十 2 十 zi 二 村 31 中 的 十 半 一 np, 并 求 出 了 
亡 的 解数 公式 . 从 讨论 可 以 看 出 ,如 果 不 由 同 余 理 论 ; 而 直接 利用 
整 际 性 质 ( 像 8&8 和 $9 所 做 的 那样 ) 去 研究 这 些 不 定 方程 , 那 么 不 
十 不 可 能 的 话 , 世 是 极为 复杂 出 难 的 . 

本 下 要 证 明和 以 下 结论 ， 

定理 1 每 个 止 整数 一 定 可 .点 为 四 个 平方 数 之 和 , 即 对 任意 
的 = 六 1 ,不 定 方程 

全 主 十 - 全 让- «1 
有 解 . 
容易 直接 验证 下 面 的 民 等 式 成 立 ， 
Cal——aitai al) th pi |b) 
= att abs abat apb) + Carbs— a tab — ed): 
-Caps— shi tod — Ad) Cabs — dd bs — by)’. 
(2) 
由 此 推出 : 若 两 个 整数 都 可 表 为 四 个 平方 数 之 和 ,那么 它们 的 乘 
梳 也 一 定 是 四 个 平方 数 之 和 .由 于 1 一 芋 十 时 十 各 十 各, 所 以 定理 1 
等 价 于 下 向 的 

定理 2 每 个 素数 户 一 定 可 表 为 四 个 平方 数 之 和 , 即 当 部 一 户 
时 不 定 方程 人 7) 有 解 . 

由 于 2 二 二 二 十 看 十 总 ;所 以 为 证 定理 2 可 以 假定 六 2. 先 
来 让 明 两 个 引 理 . 

3| 理 3 设 票 数 p 污 2. 同 余 方 程 
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十 六 十 1 三 0Cmod p}， 
OT yp 1)/2 
有 解 - 
证 ”容易 看 出 ,以 下 (pp 十 1)72? 个 数 对 模 疡 两 两 不 同 祭 : 
a, 一 0, 1 Cpe 1) /2. 
同样 ,以 下 {十 1);72 个 数 也 对 模 产 两 网 不 同 余 : 
pl b=0,1 (一 1)72， 
但 在 这 总 上 共 p 十 1 个 数 中 必 有 两 个 数 对 模 p 同 余 ,因此 ,一 定 有 一 
个 a3C0<as(p 一 1)72) 和 一 个 一 融 一 1(0 反 负 泛 (p 一 1)72) 对 模 pp 
同 余 . 取 zz 一 coyy 王 加 就 证 明了 引 惠 ， 
引 理 4 设 素数 p 盖 2. 一 定 存 在 整数 .mr 及 ps1 之 记 ， 
使 得 
mp = 1 ri 二 yt. 
证 取 .roswyo 是 引 理 3 中 的 同 余 方 程 的 解 , 我 们 有 
十 十 1 和 一 pnp 0 这 1. 
但 另 一 方面 


于 1 1 
二 一 -| 上 + 2 - 一 | 


3 

由 区 上 两 式 得 1 这 mo 过 pi2. 证 毕 ， 

定理 2 的 证 明 设 p 疡 2. 由 引 理 4 知 必 有 正 整 数 ms 二 产 , 芭 
和 整 数 z1 ,T3124 使 得 

pz70 志 一 -十 区 十 全 3 {3 

设 ms 是 所 有 使 式 (3) 成 立 的 这 种 数 中 的 最 小 的 . 我 们 来 让 明 必 有 
p16 二 1. 分 以 下 所 步 来 证 . 

(i 必 有 (Cryrsszsrzi 一 工匠 不 然 , 有 素 阁 gztzra zsyze)， 
由 此 及 式 (3) 知 gmop. 一 定 有 g 关 p, 若 不 然 , 由 g 一 pp 推出 p12， 
这 和 1 所 m6 之 pp 也 司 . 因而 有 |rmo1 所 以 得 

呈 


| ne | Ta 


jp 一 {多 | 二 | 本 | 十 | 下 
但 这 和 mo 的 最 小 性 矛盾 ， 

C11) Hn 一 定 是 亲 数 . 蔡 nin 是 蛋 数 ,出 -1 二 2 中 的 奇数 
的 个 数 必 为 偶数 个 (包括 没有 奇数 的 情形 ). 所 以 可 假定 2|zl 十 xs， 


Mo | Ea i | TIX | 全 十 了 | 
2 2 |! 


| 二 | 


| + 过 | . 


2 \ 之 
这 又 和 zs 的 最 小 性 矛盾 ， 
QD) 必 有 pa 一 1. 耕 不 然 , 设 mo ,由 (5i) 知 baof (Cryzrayzsyza)7. 
现 取 (注意 mr 导 奇 数 ) 
yr tmod po jy; {<imo/2,7C—=1,2,3,4, C4} 
我 们 有 yi 十 于 十 守 十 3 之 ma 及 
yy | yy (mod m,). 


下 1 
i TO— 


所 以 有 
viv | nn Om (C5) 
我 们 来 证 明 wj 关 0. 车 训 二 0; 则 一 yo 一 yy 二 94 二 0 由 此 及 式 (4) 
得 molziy 一 123, 4 但 这 和 mof Cx,xeyXxs1zxs) 半 盾 ( 轩 为 假设 
m1). 
证 式 (2) 中 取 a 二 317 一 112.3;4; 内 式 (3) 皮 (5) 得 
二 二 pr， lm mo, 6) 


其 中 
i i 
下 3 Tv Tn Oo Ta TO 
由 式 (4) 上 太 式 (3) 得 
二 Xi 十 2 十 训 十 区 二 OCmod no). 
由 式 (42) 得 zy 二 XjyCmod mm? ;1 和 17 所, 因而 有 
us 0mMmod me}. 
由 以 上 两 式 及 式 (6) 得 到 
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《Ren 《20 和 十 Ca 和 十 (440 于 一 拉力 lm Lm,. 
这 利 pz 的 最 小 性 六 秆 .所 以 mrs 一 1. 定理 证 毕 ， 
定理 1 和 定理 2 中 的 “四 ”是 不 能 改进 的 ,这 吕 由 下 看 的 结论 
定理 5 当 n 是 形 如 4*C8 十 7) (a 宇 0, 主 0) 的 下 整数 时 ,n 不 
能 表 为 二 个 整数 的 平方 和 ， 
rr 二 0,1 或 4tmod 8). 《了 3 
因此 ,对 任意 整数 rrryzs 必 有 
mod 8), 
由 此 排出 ,是 形 如 续 二 ?的 止 荡 数 时 不 能 表 为 二 个 整数 上 的 下 方 
利 . 训 定理 当 g 一 0 时 成 立 , 假设 定理 当 ce 一 上 0 时 成 让. 当 4 一 
| 1 时 , 若 有 二 一 4108& 十 ?77 可 表 为 
nn 二 41(8 让 十 7) 一 十 名 和 二 这 4， 
网 国武 (7 大 十 下 TO0 或 44mod 8) 推 山 


12=TyEEDOCnmmod 2 。 


内 丽 有 
BR 二 7 tr 2 Cr) Ta 2 
担 这 各 归 纲 假设 子 盾 ,所 以 定 地 对 & 一 i 十 1 也 成 涝 , 证 毕 . 

由 定理 5 立即 推出 定理 1 中 的 “上 ?是 最 佳 结 果 - 由 于 8 一 7 
形式 的 素数 有 无 穷 多 个 (为 什么 ) ,所 以 定理 2 中 的 "四 ”也 是 不 能 
改进 的 . 定理 5 的 道 命题 也 成 立 ,证 明 很 复杂 ,是 Gauss 得 到 的 . 

定理 ] 和 定理 2 都 没有 要 求 nn( 或 志 ) 表 六 加 个 正 整 数 的 平方 
之 各 , 即 没 有 友 求 式 届 }) 中 的 zyC01l 所 7 帮 4) 都 是 正 整 数 . 汕 实 上 ,入 
是 不 可 能 的 ,利用 归纳 法 容 舅 证 明 ( 留 纵 该 背 ): 

定理 6 7 一 2，4f6as20) 不 能 大 为 四 个 正平 方 数 之 和 . 

但 我 们 可 以 证 明 下 面 的 结论 

定理 7 队 具 以 下 十 二 个 数 : 

1,2,3,4,6,7,9,10,12,15,18,33 《8》 
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之 外 ,每 个 正 束 数 都 基 五 个 止 平 方 数 之 和 . 

年 理 7 可 以 这 样 证 明 ; 由 式 (8) 给 出 的 十 二 个 数 可 直接 验证 ， 
它们 都 不 能 表 为 五 个 于 平方 数 之 和 ; 当 ms168 且 不 等 于 上 述 十 二 
个 数 时 .直接 捡 证 它们 都 能 表 为 五 个 正平 方 数 之 和 ;利用 

169 二 13: 二 12? 十 5: 一 12? 十 4:-1- 3 
一 11 上 -42 十 4? 十 4? 
二 107-+ 6 十 4 十 入 十 1*， 
及 和 定理 让: 怠 可 推出 结论 当 ” 蒂 169 时 -- 定 成 立 . 具体 论证 留 给 读 

由 定理 6 知 , 定 理 7 中 的 “五 ”是 不 能 改进 的 . 

最 后 ,我 们 更 指出 : 不 定 方程 的 解数 Cx,-… ,x 的 次 序 不 同 ， 
让 侦 挟 不同 均 看 作 不 同 的 解 )mwCa 有 以 下 公式 

BfPy， 21n; 
Natn) 一 中 
240Cm), no 2ipirg 1,?1m, 
其 中 ka) 是 除数 和 蚌 数 ( 见 8$11 例 3), 它 的 证 央 是 很 揽 染 的 . 


习题 三 十 


1. 设 素数 p>2,a 是 燥 数 .证 时 下 面 的 司祭 方程 有 解 : 
x 二 yi 二 a 二 0(mod p), OT yp 1)/2. 
2. 所 出 定理 6 的 证 明 . 

3. 把 G) 23*，53，Kiiy 43，197,CGa) 47 - 223 分 别 表 为 两 种 不 
同形 式 的 四 个 平方 数 之 和 ， 

4. 证 明 : 除去 有 限 个 例外 值 之 外 ,每 个 止 整数 都 是 六 个 正平 
方 数 之 和 . 求 出 这 些 例 外 值 . 

5， 汪 有 明 ; 2 0) 一 定 不 能 表 为 三 个 正平 方 数 之 和 ,并 直接 
求 出 2* 一 3 二 Tz 二 4 的 全 部 解 . 

8， 证 明 ; 存在 无 窍 多 个 n 使 得 nw 二 x? 十 x 十 十 3 没有 满足 
条 件 () (zavsrasrisro0 一 II 的 解 , 也 没有 满足 条 件 (ii) Ti Te 
0 的 种 . 
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S31 x y=n 


本 节 要 证 明 下 面 的 结 论 . 
定理 1 设 n 庄 1. 不 定 方 程 
和 一 “1]1) 
的 解数 X 
NGO) —4 > ha), (C2) 
3 
其 十 ! 代 术 国 数 站 Ce 同和 11 例 2) 定 兴 如 下 :站 (17 一 1 
hd 一 | 1 2 C3) 


一 1 21a, 
以 号 
2 有 一 个 成 谍 ， 
我 们 将 分 若干 个 引 理 来 证 明定 理 ]. 首先 ,引进 几 个 符号 和 术 
语 . 不 定 方程 (1) 的 解 x,y 称 为 古本 原 的 ,如果 满足 (zx 一 15 以 
表示 不 定 方 程 人 1) 的 全 部 非 负 本 原 解 的 个 数 : 以 所 G) 表 示 不 
定 上 方程 (1) 的 全 部 本 的 解 的 个 数 . 


引 理 2 ”我们 有 
NC})—=@01)=4, 已 (一 2， DD(2)—1. (dd) 
Wen)—s=A4DPin), n>1,， C5) 
以 下 
™ m= Sal | ， 对- 之]， (6) 


证 当 ==1 时 、 不 定 方程 (1) 的 金 部 解 是 
{十 ,0}， {0; 士 1}; 
n 二 2 时 全 部 解 是 
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{ 土 1 ,十 1}. 
由 此 就 推 由 式 (4). 不 定 方程 (1) 的 本 原 解 x,y 必 满 足 
(zy 一 (ru 一 C7) 
因此 , 当 n 守 1 上 轩 y 党 有 :xz| 守 1， | 之 1 且 zl 是 6 的 非 
人 本 原 解 . 所 以 ,人 >] 时 ,不 定 方程 人 1) 的 非 负 本 原 解 zw - 定 足 
止 的 ,日 士 z 士 阅 给 出 了 (1 的 四 组 不 同 的 本 原 解 .这 就 证 明了 
式 (5). 最 后 ,来 证 起 56) , 设 zy 是 (1 的 解 . (x,y) = 二 A 圭 女 ， 必 有 
yd 十 
i 【总 
的 本 原 解 , 且 不 同 的 解 {zcy! 对 应 本 不同 的 解 iw,w). 反 过 来 , 设 a 
宇 1,2 | 共 sv 是 (8) 的 一 组 本 原 稻 ,那么 ,zx 二 du,y 一 Rv 是 (1)》 
的 解 , 且 不 同 的 解 12yo) 对 应 上 上 不同 的 解 1z.y) 这 就 证 明了 式 
(C6), 证 毕 . 
引 理 3 设 >1. 那 么 ,对 不 定 方 程 (1) 的 每 一 组 本 原 解 x,y， 
必 有 ss 满足 
sy—=xtmod n), 时 二 一 1Cmod n). (9) 
此 外 .各 {ziyyi}s :rrs3zy 是 (1 的 关 组 不 同 的 非 负 本 原 解 ,siss 分 
别 怀 对 应 二 万 们 的 潢 是 式 (9) 的 解 , 那 么 必 右 
41 3 Cmod mn). C10) 
证 由 上 本 原 解 必 满 足 式 (7), 所 以 一 次 同 余 方 程 ys 二 
zcmed nn) 对 机 n 必 有 唯一 和 解 s. 进而 有 
sy ry mod n), 
由 此 太 ty;n) 一 1 即 得 二 圭一 1 mod xx). 这 就 证 明了 了 前半 部 分 , 当 壮 
>>1 时 ,由 式 (7) 知 非 负 本 原 解 .- 定 是 正 的 , 且 隆 Mn (为 什么 ), 所 
以 
lx Vn, 1] yo 了， 
因此 有 
lriy ray Cll 


若 5 三 saCmod rz ;y 则 由 sy; 圭 xCmod ngf=-12) 及 (sl 一 1 
推出 
LSFtYyariginaod n), 
Yatnod ny. 
由 此 总 式 5117? 得 
1 Ya 
利用 人 za) 一 Cr 一 .从 生 式 及 zisyi 寺 为 止 就 推出 着 一定?， 
2 一 2 这 各 壕 明了 后 半 部 分 .证 毕 . 
5| 理 4 设 关 全 1:fap) 一 1 那么 ,一 元 一 这 同 八方 程 


att+v=0(mod m) (12) 
有 解 x ;vo; 满 足 
Oa | EN Mm, OZiv, TY. 《13) 
证 考虑 集 人 台 az 十 "性 的 取 值 范围 是 : 
OE ia ， 《14》 


”的 取 世 沧 围 是 : 
| OU Nm ， 当 jr 不 是 于 方 数 ; 
lb 二 | 当 澡 是 平方 数 . 
这 样 ,这 个 集合 的 元 素 个 数 
[LN m+ 1 > 当 于 不 是 站 方 数 ， 
iV Vm 十 >m， 当 克 是 下方 数 . 
峙 此 ,出 盒子 原理 若 , 米 有 两 组 不 同 的 {zw) :wz ,vs} 使 得 
Aull vat Mod pa), 
更 歌 jo 一 vv 不 同时 为 零 且 满足 式 
(12). 由 式 614) 知 ,aa 过 伙 和 ,由 式 人 5) 知 ,ol<V 天 .此 外 , 若 
二 一 六, 则 加 天 9. 但 由 xy 满足 式 习 22 推出 闫 1aoy 央 此 |zo| 溢 癌 ， 
但 这 和 1asl<w 天 矛盾 . 所 以 加 关 0 车 如 一 0, 则 志 关 0. 进而 由 
zorva 满足 式 (12) 上 taym) 一 1 推出 避 |zwo 国 此 iwo| 宇 m,; 代 这 和 
之 3 和 4 


|a| 安 下 ,全 1 了 矛 冒 .所 以 mm 天 0. 引 理 证 毕 . 
显 而 , 订 在 0<z<w mm 为 什么 》， 
引 理 5 设 nn 半 1, 若 :次 同 余 方程 
5 1(modn) C16Y 
有 解 s mod n, 那 么 ,不 定 方程 (1) 有 本 原 解 ,日 必 右 -组 非 久 本 原 
和 解 .rl yy 满足 


siV1 Xnod nn}. ‘17) 
证 显然 有 (sn) 二 1. 央 而 由 3 引 理 4 知 , 必 有 wo,vo 满足 
0< wo Nn 0Z|v TV, (18) 
以 下 
5120=TagnIDC n). £19) 
由 式 (18) 得 


220 v2n. 
由 51 满足 同 余 方 程 (16}, 从 式 (19) 可 推出 
Hi ottmod n). 
由 以 上 两 式 即 得 
Hi C20) 
有 wo ,ve 是 (1) 的 解 .下面 来 让 它 是 本 原 的 , 即 4 二 woyw4) 二 1. 由 
式 (20) 得 dd?|n; 及 由 式 (19) 得 
31 Cn) ud (mod n/a). 


i 1 2 i ， 
| 十 | 了 | = | 了 | +si[ 宪 A! | 一 01 imod 一 |， 


这 里 用 到 了 周二 一 11mod nid). 而 上 式 仅 当 d= 二 1 二 EE. 所 以 ， 
tusvn 是 (1) 的 本 原 解 . 

最 后 , 当 wosvs 同 各 时 , 腾 三 jzoly co 一 |wcl3; 当 wyun 蜡 号 
时 , 取 2 一 zol 一 io 我 们 不 难 验 证 zj ,yy 是 (1) 的 非 负 (实际 
上 是 正 的 ) 本 原 解 , 且 满 足 式 (173( 留 给 读者 ). 引 理 证 毕 . 
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由 引 理 3 战 引 理 5 立即 推出 : 当 a >>1 时 ,不 定 方程 上 7) 的 非 
负 ( 空 际 上 一 定 是 正 的 ) 本 原 解 x,,y 和 回 余 方程 16) 的 解 
5 mod nn 之 间 ; 通 这 关系 式 (17)U 建 并 一 一 对 应 的 关系 . 因而 它们 
的 解数 相等 . 以 Rtn}) 表 示 同 余 方程 (16) 的 解数 ,这 就 证 明了 


Pani— Rn), 下 |， 21) 
由 居中) 二 1 ,QQ@0) 二 4, 由 此 及 式 (5) ,C021) 斌 得 到 
On 4R(n), nl1. C22) 


由 21 定理 5 知 RRGw) 是 积 性 隐 数 ,我 们 有 下 面 的 结论 : 
引 理 6 我 们 有 RC(1) 二 1， 


下 (2 一 ]， RCI2")O—=0,， 1 ， 【人 3 
以 及 对 奇 素数 pp 有 
一 1 2， p=l(mod 4), _ 
一 1 十 | | 二 | 1l. (24 
RP YT1 ， 让 (和 p=3(mod 二 ) ， 34) 
刘 | 休 ;者 


Br Hs 总 


于 一 290 轧 1 疡 "ge 
其 中 Pei 是 不 同 的 奇 素数 且 满 是 pj; 圭 1 (mod 4) sjr = 
3(mod 4) ,1 到 7 入 t, 则 有 
ij2'， 当 m 扫 1 一 0 
Ren) 3 2 或 zi 26) 
证 RC) 一 1 太 式 (23) 容 易 直 接 验 证 . 由 22 推论 3 及 $23 
定理 1tvi} 椎 出 式 (24) 当 a 二 1 时 成 立 . 进而 ,由 于 
2s 二 Otmod pp) 
与 同 余 力 程 6 xn 一 p) 无 公共 和解 ,从 3 26 推论 2 就 推出 式 (24) 对 
at 区 有 成立. 
最 后 ,让 发 6) 是 积 性 函数 知 
RON= RE IREOPO RCOpT IR GY) Rg ， 《26 1 
由 此 及 式 (23), (24), 就 推 得 式 (25). 证 毕 . 
定理 1 的 证 明 由 式 (8) 帮 (22) 得 
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Ca 一 本 NC) = RI . (27) 


先 来 证 Xeoa7 昨 和 性 图 数 , 设 ns Cn ) 1. 苦 A|n, 指 忆 ， 
有 Ln 一 Cdn 一 ,dG 一 dd,: 反 计 来 ,六 A | adi | ay， 
ddda | ein. 因此 FE, nan ;1 一 1 ,由 民 (ny 蚌 积 性 
冰 娄 得 到 

rl i EL 一 ' A Pte 

NOD= OR I- OR, 于 | >)R| 和 


a nl | | oo lia., 


= MN Ca YN C2, C28) 
印 N(x) 是 积 性 的 . 设 记 是 案 数 ,下 面 来 计算 N'Cp"y, 让 3 引 理 6 可 
得 ; 
AN (C2 一直 (2 十 展 (2 人 十 (2920 
当 p 二 1 (mod 47 叶 ， 
NCIpYI—=RIpY ROP DT ROP YM) — a1; 
当 p=3(mod 1278 ， 
Np — REpDHREpT YT es Rp :I ) 
11， 2 
vo, 2 w， 
利用 式 (3) 定 多 的 Cd), 从 以 上 三 式 不 难 推 得 ,对 任意 素数 有 
Np DYSART RCpY thCp’) 
-一 et ， U1, 
EE 
由 11 和 枫 2 知 (dd) 是 完全 积 性 的 , 央 此 ,由 $11 定理 ? 得 到 
N’ (C0) — D> hld). (29) 


|rt 
由 此 点 式 5272? 就 证 明了 和 式 52). 证 毕 . 

应 该 指出 ,在 定理 的 证 明 中 (co) 是 直接 足 出 的 , 蝇 关 系 式 
(2) 必 直接 验证 得 到 的 . 种 空 上 , 当 我 们 求 出 N' Gn) C 芭 NCn9) 放 ， 
由 $14 定理 1 知 , 满 足 式 (29) 的 C0 (CG 即 Na 的 Mebius 道 变 
换 ? 是 唯一 确定 的 , 且 由 414 推论 3 及 N' (nm) 是 积 性 涌 数 ,可 推出 

237 


Rd 是 积 性 的 .用 这 样 的 方法 就 可 以 推 由 Ate 一 定 由 式 537 给 出 ， 
详细 推导 留 给 读者. 

出 定理 1 立即 得 到 

推论 7 正 整 数 ， 表 为 现 个 整数 的 平方 和 的 表 法 个 数 等 于 nm 
的 4 十 1 形式 的 下 除数 的 个 数 与 4 十 3 形式 的 正 除数 的 个 数 之 差 
的 四 税 ,进而 推出 , 任 一 止 束 数 的 形 旭 48 十 1 的 正 除 数 个 数 . : 定 不 
小 于 它 的 形 旭 轻 十 3 的 正 除 数 的 个 数 . 


习题 三 十 一 


1. 对 二 200,201,202,203 计算 Fa Pa 和 名 Ca)， 

2. 证 明 :, 当 没有 太 于 1 的 平方 汉 数 时 ,NCn) 一 久 (n) ,解释 

3， 直接 证 明 任 - - 正 整 数 #r 的 形 如 4 十 1 的 止 除数 个 数 不 少 
上 形 如 4 十 3 的 起 除数 的 个 数 . 

14. 求 久 (一 0 的 充 要 和 茶 件 ， 

5， 设 1 一 nmod 4 和. 以 Na Pi 及 (m0) 分 期 表示 
不 定 方程 4r: 十 如 一 总 的 全 部 和 解 的 个 数 , 非 负 的 本 原 解 的 个 数 攻 全 
部 本 原 解 的 个 数 ,这 里 本 原 解 是 指 (z, 一 1. 证 明 ， 

wy 一 NA2 PA PO RA nm) Qn 

6， 设 1 二 nn 三 1 {mod 4). 在 上 题 的 总 交 王 :证 明 ， 

(i) 若是 素数 , 则 不定 方程 4 妇 十 好 一 2 怡 有 一 组 非 负 解 , 而 
H “: 定 是 水原 的 . 

Gi) 车 nn 已 合 数 , 则 不 定 上 方程 4z2 十 好 一 ,要么 没有 本 由 解 或 
有 多 于 一 组 本 原 解 ;要 么 有 一 组 非 负 本 原 解 , 且 同 时 述 至 少 有 一 组 
非 负 的 非 本 厌 解 . 

?7， 设 上 是 素数 , 按 以 下 途径 讨论 不 定 方程 x 十 > 一 记 . 

(i) 有 解 的 必要 条 件 是 : p 二 2 或 p 三 1 (mod 4)， 

(iiy 设 pp 三 1 (mod 4) ,so 是 同 余 方 程 :三 一 1(mod 户 ) 的 解 .证 
明 ; 必 有 涉 全 为 零 的 wv 满足 : # 寺 sov (mod Pp},0 寺 jal;[v | 二 
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C6) 中 的 订 件 是 有 解 的 充分 荣 任 . 

8， 设 案 数 pp 汪 3. 按 以 下 途径 计 论 不 定 方程 让 二 3% 一 轧 ， 

(i) 有 解 的 必要 条 件 是 p 二 1(mod 6). 

(ii 设 户 二 i mod fs 是 同 余 方程 周二 一 3fmod pp}; 的 锯 , 证 
明 ; 此 有 直 全 为 村 的 区 满足 ; tu 二 sow (mod 大 ) OSI | mm 过 
~ pp. 
“ii xi 中 的 条 件 是 有 解 的 充分 条 件 . 
9， 说 Errssys 是 整数 ,证 明 ; 存在 整数 x,y 满足 

(3 

10. 几何 利用 第 7.8,9 二 题 ,来 讨论 ( 尽 你 的 可 能 ) 不 定 方 程 


2 | yy — ed 2 -| 3 一 
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$ 32 什么 是 连 分 数 


3 32 一 36 讨 论 连 分 效 , 它 丘 一 个 很 有 用 的 工具 . 我 们 先 琴 


举 几 个 例子 ,说 明 什么 叫 连 分 数 以 及 它 的 用 处 . 


例 1 台 果 你 手边 没有 里 方 根 表 ,也 没有 计算 莫 , 那 么 能 用 什 
么 简单 方法 来 求人 11 的 近似 值 ? 当然 可 以 用 通常 的 求 平方 根 的 方 


法 ,但 下 面 的 办 法 看 来 更 方便 . 
3 111 4， 
11 一 3 十 SOYTi 一 3) 
] 
一 3 十 一 = 
Cv ll 二 37)/2 


3 二 (~v ll 3)/2 


1 


一 3 一 一 一 一 一 一 一- 


3 十 
重复 这 一 过 程 就 可 得 到 


MI 一 3 十 一 一 一 一 . 
3 十 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


十 -nr 
3 十 (ww 1 一 3272 
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1 
6 二 (~ ll 3) 


£1) 
(2) 


C4) 


5) 


一 3 十 一 一 1 一 C6) 
3 1 
8 十 
sl 
6 十 (< 11 3) 
二 : 3 十 l ] 一 (C7) 
3 十 一 
6 十 -一 一 一 一 
3 i 
6 十 一 一 人 一 
3 二 (V11 一 3)/2 
二 3 十 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 C8) 
3 一 一 1 一 一 一 
6 十 -一 - 1 
3 十 
6 十 1 一 


3 一 
6 (tv 11l—3) 


蕊 上 就 会 想到 分 别 把 式 C20 ,C3)1C4) 5 (C6), (7},(8) 中 的 无 理 

数 CNvA11 一 3) 或 (~v/11 一 3)/2 长 看 后 所 得 到 的 “他 数值 来 作为 

11 的 “近似 值 ” 和 容易 算出 ,这 些 * 近 似 俯 "依次 为 ， 
/Ts 10 63 199 1257 3970 25077 


3 "19 60 ” 379 ”1197 ”7561 (91 
用 小 数 表 示 , 这 些 * 和 近似 值 " 恢 次 为 ( 取 八 位 小 数 ): 
“Tsz3 ,3.33333333，3. 31578947 ,3. 31666666， 
3, 316622691,3. 31662489,3, 31662478. C10) 
这 些 的 确 是 很 精确 的 近似 值 ,因为 实际 上 
~ 3.31662479.…， C11) 


若 取 1073 作 近 似 值 ,就 精确 到 2710:;: 取 63719 就 精确 到 97104; 取 
]99760 就 精确 到 427105; 取 1257/379 就 精 箭 到 22/10'; 各 
39?7071197 就 精确 到 1710; 取 2507777561 就 精确 到 17108. 这 些 数 
据 表 明 ,这 些 近似 值 依 次 一 个 比 一 个 更 精确 . 此 外 ,容易 看 出 
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63 1257 25077 . 3970 199 1 
冯 2 一 -一 ”一 一 = —— < 一 一 … 一 一 一 一. < -一 
7561 M17 HAD 


这 个 例子 点 最. 它 所 出 了 一 个 方法 来 构造 此 特殊 形式 的 "分 
数 " 作 为 无 理 数 的 近似 值 . 因 南 也 就 提出 了 研究 这 种 形式 “分 数 ” 
的 性 质 的 新 课题 ,以 太 从 理论 上 研究 无 理 数 的 这 种 形式 的 有 理 数 
道 近 . 另外 ,以 王 的 过 程 不 断 地 继续 下 点 ,就 可 以 得 到 一 个 无 安 尺 
的 "分 数 " 表 达 式 ， 


(12) 


号 一 - 一 一 一 一 一 一 一 一 ， {123) 
3 十 -一 人 一 
， 可 1 
二 一 1 
3 十 一 
| 1 
3 十 … 1 

i 
站 十 1 

: 6 + -., 


这 秋江 达 式 的 确切 含意 是 什么 呢 ? 能 否定 广 它 的 * 什 ”? 如果 示 定 
义 它 的 * 值 "那么 这 “ 值 * 和 ~11 有 什么 关系 ? 这 就 又 提出 了 进 一 
步 的 全 究 课题 . 

例 2 一 个 分 母 .分 子 很 大 的 分 数 用 起 来 是 很 不 方便 的 ,如 
103993733102. 我 们 想 找 个 分 母 ,分 子 较 小 的 分 数 来 近似 它 , 希 
皇 分 好 不 要 太太 ,但 澡 差 很 小 . 利用 例 1 的 方法 可 得 


10%993 _ ,| 4687 _ 1 - 
33102 一 3 33102 93 
4687 
一 3 十 一 一 一 
“164 292 
293 
15 -1: ] 
1 395 
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类 伺 于 例 1 我 们 扔 掉 这 些 “ 分 数 " 中 小 于 1 的 数 入 105 ， 3， 292, 


一 一 克 得 利 共 
295* 用 依次 得 到 的 
3， 8+ 一 至，3+ 一 一 一 333， 
7 十 于- 
15 
St 1113 
7 十 一 一 
15 十 本 
来 近似 103993733102 一 3. 141592653。. 由 
学 一 3. 1428571 和 4-- 333_ 3. ] 4150943.., 
106 
355 
33. 14ISO202.. 


推出 它们 的 精确 讼 六 次 为 147107,13/10: ,8/10,3/107, 与 它们 的 
分 母 相 比 ( 依 深 为 : 1,7,106,113) 精 确 度 层 很 高 的 . 半空 上 上 ,这些 
都 起 圆周 率 x 的 近似 值 ,22/7 人 是 “ 密 率 ”. 
这 个 例子 表明 ,即使 旺 一 个 分 数 把 它 表 成 这 种 形式 的 “分 数 ” 
也 是 有 好 处 的 . 
例 3 至 今 ,除了 试 算 上 县 体 数 值 ,我 们 还 没有 方法 来 求解 不 定 
方程 


x ly 二 1l， 工 全 07 全 0 Cit) 
这 个 不 定 方 程 可 化 为 
1 
和 一 13 一 一 一 一 工人 0， yi0, 
rv lly 
EA 0 yy C15) 
> yx ly) 


这 表明 不 定 方 程 (14) 的 解 x,y 所 给 出 的 分 数 zy 大 ~v11 的 一 个 

很 精确 的 近似 值 . 因而 ,我 们 可 以 试想 从 式 (9) 所 得 的 那些 N11 的 

近 和 位 分 数 中 去 寻找 (14) 的 解 . 通过 验算 知 , 由 分 数 199760， 
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397071197 香 出 的 
Ty 0 一 3970y 一 1137 153 

是 014) 的 解 : 技 他 儿 个 都 不 征 ， 当然 ,从 式 (8) 继 续 算 去 得 到 的 了 近 
位 分 数 中 还 能 找 上 出 解 来 . 

这 个 例 地 启示 我 们 ,通过 研 突 这 类 新 形 式 的 ”分数 ”, 有 可 能 技 
刘 求 解 形 旭 式 44) 鸭 一 类 不 定 方 程 的 方法 ， 

坝 在 我 们 来 引进 连 人 外 数 的 最 念 ， 

定 兴 1 设 ayzras 是 一 个 无 条 实数 刚 . 人 0 对 状 
定 的 如 半 0, 我 们 把 : 志 示 式 


TI 
| -上 
ma 1 
Ti 
入 为 (rn 阶 ) 有 限 连 分 数 , 它 的 值 荐 一个 实数 . 当 crs rs 所 为 整 


数 时 称 为 cx 阶 有限 简 单 连 分 数 ，. 它 的 值 是 一 个 有 理 分 数 . 为 书 瑟 
方 使 ,把 有 限 连 分 数 沁 作 


I 和 2 Cl] 名 ) 
设 DRsay 我 们 把 有 限 连 分 数 
Cia 号 


称 为 是 有 限 连 分 数 (18) 的 第 大 个 渐 近 分 数 . (18) 司 有限 简单 连 
分 数 ( 邯 rn sz 均 为 吾 数 ) 时 ,把 -rs sa) 称 为 是 它 的 第 大 
个 部 分 商 . 妆 式 人 1775 或 183 中 的 nm 一 关上 时 ,我 们 把 柑 应 时 表示 卫 
《17)5 或 (18)) 称 为 无 限 连 分 数 , 即 去 示 式 


:ra 十 一， (20) 
基 | 十 - 1 
上 1 
十， 
或 简 记 为 《ET (21) 


当 riCFP0) 均 为 燥 数 时 , 称 (20){( 或 21) 为 无 限 简单 连 分 数 . 同样 
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的 ,对 任 访 记 宇 0, 有 限 连 分 数 (19) 称 为 是 无 限 连 分 数 (20) (或 
(21)) 的 第 个 渐 近 分 数 ; 当 (20)( 或 {21)) 是 无 限 简单 连 分 数 时 ， 
ze2200 称 为 是 它 的 第 大 个 部 分 商 . 如 果 相 在 极限 

lim 人 C2 
姥 么 ,就 说 无 限 连 分 数 (200 (或 (21)} 是 收 人 证 的 ,$ 称 为 是 无 限 连 分 
数 (20) (或 (21)) 的 值 . 记 作 

Ca Oo C23) 
厨 极 限 (22) 不 存在 , 则 说 无 限 连 分 数 (20) (或 (21)) 是 发 散 的 . 

我 们 主要 讨论 简单 连 分 数 的 基本 理论 及 其 应 用 . 作为 本 节 的 
结束 .我 们 来 直 明 有 限 连 分 数 的 : 些 最 基本 的 性 质 . 这 在 以 后 是 经 
儿 要 用 的 

定理 1 设 了 rr 是 无 宅 袜 数 刚 ,ri0.21. 那 委 ， 

0 对 任意 的 粮 北 ww 二]1.r 守 1] 有 

a a 


a 


ro a re), 2) 
特别 地 和 有 
Cer ae a (25) 
(1) 对 作 瘟 实 数 ?0 及 整数 2 之 0， 
Co a oT, a 21tn. (20) 
Coen Ts nro Ta Ta 2|n. C27) 
Ci 记 
他 28) 
我 们 有 
ar, 2 C29) 
ga, 2|nrsl, CSD) 
ga a a 1, (31) 
a a a, (32) 


2d5 


a 1 《33 ) 

证 ” 式 (24),(25) 直 接 由 定义 推出 , 式 t26) 和 (27}) 由 天 示 式 
0117) 及 以 下 简单 事实 并 有 即 椎 出 ， 一 个 分 数 ajPla,8 是 正 实 数 }, 当 
分 母 训 变 太 CI 小} 时 分 数值 变 小 (大 ), 式 (29) 和 (530) 分 别 是 式 [26) 
和 (C27) 的 特例, 有 即 取 六 二 Crapo). 或 31) 与 (32) 分 别 是 
式 (29) 与 (30) 的 二 接 推论 ;利用 式 (29) 及 (30} 有 

oa a, 

肥 式 6033) 成 并. 证 毕 . 

定理 2 设 rsriyr 是 无 完 实 数列 ,rr 全 Dj 再 说 

jP-s=0, P71l, Q-:=l, Qi—0, 


[PP 二 已 QT 1 34 
那么 
《9 C3) 
疡 名 1 一 下 人 一 (一 1 和 #2 一 1， C36) 
Pd -sO— Pre = 1) nV, 377 
以 太 
Co sn La 1 
一 Ol Al， ‘38) 
Re 
= "rR ne2. C30) 


证 当 41=0 时 , 记 二 zoo 扩 0 一 1 所 以 式 (35) 成 并 .假设 当 = 一 
RD 时 式 4357 成 立 . 当 nn 一 上 二 1 时 ,由 式 (25) 得 
CE Ro | 
由 式 (34) 及 假设 当 一 大 时 式 (35) 成 立 , 就 推 市 
CT 1 st 
_ rt l/r VP ai 十 Pu 
Crs 1 /Te 1 十 ; 
_ Titi Cade ti 
Tht Td 1 十 0) 十 1 
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Tari i Pe Pearl 
Tat Ci. 1 Eee “ 
凤 洒 一 各 | 1 村 式 535) 志 成 立 . 所 以 起 0357 当 z3B0 时 都 成 立 . 

涩 一， 1 时 ,出 式 6347 推 出 忒 (367 成 立 - 当天 0 时 ,由 式 
“34 可 得 (消去 2) 

天 一天， 一 一 (PP 一 五 2 1), C40) 
反复 利用 上 式 就 推出 

PQ 1 PoCO— C1Y PQ PP_Q.1). 
丰 此 及 式 (34) 就 得 到 式 (36)., 注意 到 当 m 蒂 0 时 六 .一 0 由 式 535) 
此 536) ,就 推 得 式 534)》， 
当 0 ,由 式 C34) 呈 得 

DP Pad = CP, 0 ss rn (41) 
由 此 及 式 536) 就 证 有 明了 式 (37). 注意 到 当主 0 时 总 ,全 0 由 式 
《35) 太 (36) 就 推出 式 (39). 证 毕 . 

利用 定理 2 很 穿 易 推出 定理 1 的 fiii), 基 式 (29) 一 5033 成 立 . 
证 细 推 导 留 给 读者 . 当然 ,那里 的 征明 更 简单 . 

下 面 来 举 儿 个 例 了 二. 

例 4 求 有 限 连 分 数 ( 一 2,1,2/3,2,1/2,3) 的 值 . 

解 ” ”我们 利用 式 (<25) 来 计算 ， 

C—O /= ,1.2/3.2,.1/2+1/3) 
—{. 2,1,2/3,25/6)— -2,1,2/3,.2 +6/5) 
= ,120/316/5)={—2,1,2/3 二 5/16) 
一 《一 2 1, 47748) 一 (一 2 十 48747》 

一 《一 2.95747》 一 一 2 十 47795 一 - 143795. 

例 S 求 有 限 简 单 连 分 数 4 上 1.1,t.1, 1 1,1.1,1, 1 的 各 个 源 
这 分 数 . 

和 解 ”当然 ,我 们 可 以 用 例 1 的 方法 一 个 一 个 计算 :位 这 时 利用 
定理 2 递 扒 地 计算 出 P,Q 比较 方便 . 按 公 式 (34) 可 列 出 下 表 , 这 
里 二 ,一 10 近 TD, 央 天 已 一 0 已 .一 1 总 -一 1 总 -一 D， 
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P,—=P,_ + Ps =i 0 


因此 ,各 个 渐 近 分 数 P/Q, 依次 为 : 1/1 ;2/1 ,3/2,5/3,8/5,13/8， 
21713.34721,55734，89755. 显 见 +: | Fibonaccl 交 〖 如 | ,; 是 
有 Pr 1 sD, 


习题 二 十 二 


1， 把 下 面 的 有 理 数 表 为 有 限 简单 连 分 数 ,并 求 各 个 前 近 分 
数 : (fiy 一 19/29, (Ci) 873/4867. 

». 求 有 限 简 单 连 分 数 (2,1,2,1,1,4,1:,1,6,1:,1:8 的 各 个 潮 
近 分 数 及 其 值 . 并 与 自然 对 数 底 e( 一 2. 7182818-…} 的 值 比较 . 

3. 证 ay5 是 正 数 . 证明 . 


a Mb=28 二 一 一 一 一 一 一 一， 


以 下 
a va e622a,2a/b,2a,2a/b,24,2a/brat ~ a th). 
4， 若 二 royris wn) To>0; 蜀 关  =0 ,To Tl 9Tny， 
5， 设 {zc) {Pi} , {Qj}) 同 $32 定理 2. 证 明 : 
(0) 当主 1] 时 ,1 二 
Oi) 当 rnE0 ,PP 1 = Cray Tr ls To). 
6. 在 §32 定理 2 的 条 件 和 符号 下 ,证 明 ; 
ti) 当 nn 汪 1 时 ， 
XCT 二 Tt 十 "十 2n) 十 1 
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人 21 十 区 十 十 交加 1， 


2 十 TT] 十 27 十 民 , ). 


6ii 无 限 连 分 数 4zovm ,zs，…) 收 全 的 充 要 条 件 是 级 数 了 2 
发 表 . 
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3 33 ”有限 简单 连 分 数 


本 节 讨 论 有 限 简 单 连 分 数 的 性 质 及 其 与 有 理 分 数 的 关系 ， 
设 gosarsass 一 是 个 无 限 粮 数列 ,aj 宇 1,7 写 1, 记 有 限 简 单 连 
分 数 


CE LE +n) Te rr"™ 加 


定义 整数 列 {.) 与 1 : 
JAD- 一] :由 :二 1 ,下 _1 一心 ， 


nD cl} 


(A, C= ash, 1 hz: = 1 2) 
显 风 
A ns 
hi=aastl1; 
1 = Ra Ro (3) 


这 里 的 ia 站 6) 就 相当 于 发 32 定理 2 中 的 tx], 人 Pn), 18.1 
取 整 数 的 特殊 情形 ,作为 $ 32 定理 2 的 特例 就 得 到 . 
定理 1 有 限 简单 连 分 数 (1) 的 值 是 有 理 分 数 ， 


rs ao 0a) OO— he kas Chrrgs) OO—=1, Hd, 4) 
其 中 局 , :由 式 (2) 纵 出 .此 外 ,还 有 

ho, 1 一 1， {0) 

hk 2a— hrska Cl a nO, ‘67 

rr D1 RR) , nl1; £7) 

ra Rk 2, (8) 


对 于 给 定 的 一 个 不 是 整数 的 有 理 分 数 woita,wi 这 2, 如何 来 得 
到 它 的 有 限 简单 连 分 数 表示 式 星 ? $ 32 的 例 2 实际 上 已 经 给 出 了 
这 种 方法 . 利用 8 4 的 纸 转 相 除 法 (定理 7) 可 得: 
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Wu prt os Hl， 


uO OH 
£9) 
Hu; 1 OH 
\H; Oo us. 
和 由 于 woit 不 是 整数 ,所 以 > 之 1, 以 及 所 之 2 设 
二 一生 1 DT, C1O) 
由 式 (9) 得 
Eo 1 bine) 0s 1 C11) 


1 有 ,一 已 - 
利用 $$ 32 式 (24) 得 
号 一 io = Bo bas she? ) 
一 (Be 一 《Bo (pss tay} 
= (Bosh Bostsy = 
一 《Bo Br .116,) 
-一 《Bi (12) 
这 就 得 到 三 吉 二 uous 的 有 限 简 单 过 分 数 表 示 式 .由 于 六 之 2, 由 
§ 32 式 (25) 得 
En ut bobs ho 1 1 1 
= hosbis sb 1sb,— 1.1), (13) 
这 样 , 有 理 分 数 rora 就 有 两 个 有 限 简 单 连 分 数 表 示 式 (121 王 
《C13), 《12) 的 最 后 一 个 部 分 商 5 宇 2,(13) 的 最 后 一 个 部 分 商 为 1. 
那么 ,是 和 否 还 会 有 别 的 形式 揭 表 示 式 昵 ? 回答 是 否定 的 .这 就 是 下 
面 的 唯一 性 定理 . 
定理 2 设 taoeno): 5) 是 两 个 有 限 简 单 连 分 数 ， 
er1 651. 若 
taoy da) = {bor ,bs), {14) 
刚直 有 了 一 站 一 瑟 ss JS ， 
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证 ”不妨 设 s 宇 nn. 对 nn 用 归纳 法 . 当 nn 一 0 时 ,车 5s 宇 1, 则 出 

8 32 式 (24) 得 

A bi Oo bo hs be) 
=—=Po 1 Di hy. 

出 于 如 1 所 以 1 因此 上 式 不 可 能 成 立 . 这 就 推出 
5 二 Deo 二 Bo 所 以 结论 当 吉 = 二 0 时 成 立 , 假 如 当 半 一 不 0 时 结论 
蕊 下 , 当 二 下 十 1 好 由 $$ 32 式 (24) 得 (注音 s 守 nn 宇 1) 

《人 
cho pis sh) oho 1 hs hs,}. 
用 co 人 1 及 让 全 1 知人 ae 有 国 而 ,由 
荣 件 (01430050 一 天 十 1 就 推出 as 一 癌 态 
aj a Oo hh}, 

村 晤 纺 很 填 扼 ,从 上 式 就 推 得 := 二 十 1 及 aj 一 Bj, 1 入 j 所 二 1. 这 就 
1 时 结论 也 成 这 . 所 以 结论 对 一 切 #4 守 0 部 成 立 . 
3 

由 定理 2 层 式 (12) 让 有 即 推出 ， 
定理 3 任 一 不 是 整数 的 有 理 分 数 zu 有 有 旦 习 有 式 ( 吕 2) 太 
i 给 出 的 两 各 有限 简单 连 分 数 表示 式 , 其 中 雇 … ,Pb, 由 式 (9) 纵 
sl bl. 
例 1 求 7700;2145 的 有 限 简 单 连 分 数 , 及 它 的 各 个 渐 近 分 
数 ， 
解 
770072145 一 (3 十 1265721457> 一 《3.214571265》 
一 43, 1 十 88071265》 一 《3 1， 12657880》 
一 :3,1,1 十 38578807 一 43,1,1,8807385》 
一 (3,1,1,2 十 1107385 一 43 1 1,2,3857110》 
— 9.1,1,2,3 十 55/110) 二 《<3,],1,2.,3,2) 
= 3.1.1,2,3,1,1). 
按 式 (C2) 列表 来 求 1 ( 册 表 1) 及 渐 近 分 数 hw,. 由 表 1 知 
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371 ,4/1 772,18/3,61/17.140/39=7700/2145. 
这 分 数值 化 简 后 为 140739. 虽然 原来 的 分 数 不 足 婚约 的 ,但 渐 近 
分 数 一 定 是 既 约 的 .利用 式 (677 和 (8)? 可 以 计算 原 分 数 与 渐 近 分 数 
的 误差 ,如 
140739 一 有 1717 =hs/k, — hy 一 1 Rk) 
一 17 017*，39)? 一 17663， 
1407398 一 1875 =h;/8:— ha/ks—= 一 cs (ksk;) 
一 一 27(5 - 397 一- -27195， 
其 他 几 个 误差 请 读者 自己 计算 . 


习题 三 十 三 


1. 设 aib 性 有 理 分 数 ,tao,… as); 基 它 的 有 限 简 单 连 分 数 , 以 
有 651. 证 明 : 

QRa i bh 1s 11)" a,b). 

2. 具体 说 明 第 1 题 给 出 了 求 最 太公 约 数 ap) 及 解 不 定 方 程 
az 十 By 一 ea 的 一 个 新 方法 . 用 这 个 方法 来 求解 以 下 的 最 大 公约 数 
和 不 定 方 程 . 

(i) 2057r 十 9337 一 1 (ii) 777r 十 63y 一 40; 

Cd) (C4144,7696), 

3. 求 有 理 分 数 G) 一 4371001, 00》 539173976 的 两 种 有 限 简 
单 连 分 数 表 示 式 ,以 及 它们 的 各 个 痢 近 分 数 .前 近 分 将 与 有 理 分 数 
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4， 设 有 理 分 数 aegfa:b) 一 1 的 有 限 简单 连 分 数 是 
einyciy yt》 证明: 
《人 0 
的 讽 要 条 件 是 GY) 当 247 时 ,a| 太 二 110G) 当 2 5 时 :| 外 一 1. 
5. 设 abycord 是 整数 ,c 守 a 计 0,ad 一 be 一 土 1. 再 设 实 数 ”六 
1. 若 E= (Can (cnt dad} és= oo en RR b/d tas, 
玉里 faoyrr an) 居 aie 的 有 限 简单 迷 分 数 表 示 式 . 


3 34 ”无 限 简 单 连 分数 


本 志 要 讨论 无 限 独 单 连 分 数 的 性 质 , 无 理 数 如 何 表 为 无 限 简 
单 连 分 数 , 以 及 无 理 数 的 有 理 逼 近 ， 
定理 1 无 限 简单 连 分 数 4ascyas :一定 是 收效 的 ,也 减 
尾 吏 , 没 r" 二 tq, vara) 是 它 的 第 个 渐 近 分 数 , 那 么 一 定 存 在 
极限 
lim*"” =—#. 《了 


此 外 还 有 
Fr, (2) 
以 总 8 一 定 是 无 理 数 . 
证 由 $32 定理 1 的 式 t31),(32),(33) 可 知 : 
(i) 有理 数列 yr 是 严格 的 递增 数列 , 且 有 .上 
界 7 一 wo 十 la 因此 , 它 _ 定 有 极限 ， 
lm = 
且 潢 足 
rr (3) 
Ci) 有理 数列 mr ”or "是 严格 的 递减 数列 , 且 有 
下 界 x 一 ao. 因此 它 一 定 有 极限 ， 


limr 1 A" 
且 洲 中 
Bp, (4 
Ci) 由 CD). Ci) 及 $32 的 式 (33) 排 出 
下 《5 7 


因而 ,由 式 (5) 及 $$ 33 式 (7) 推 出 : 对 任意 正 整 数 wr 有 


OP Dp Ro Ren). 
由 此 故 §$ 33 式 (3) 就 推 册 六 一 二 8. 这 就 证 明了 式 () 和 (2). 
下 徊 来 证 明 8 是 天 理 数 , 用 反 证 法 . 设 8==wivw 是 有 理 数 . 由 式 
(2) 及 $33 式 (7) 可 得 : 对 任意 正 整 数 n 有 
< | 和 一 ir kk) !, 
时 而 有 


xz 一 Pi 1 


i 
Le | 可 下 
寺 乒 .一 下 | 一定 是 整数 , 故 由 上 式 的 左 半 不 等 式 知 | 二 一声 避 | 


主因 而 4 之 [|| 人 但 这 和 33 式 133 泽 盾 . 证 毕 . 
定理 2 设 4euyalyar 是 苞 限 简单 连 分 数 ,以 及 证 


由 一 《sr (6) 
那么 有 
ga 6] n=0, (7) 
太 
Avda Oo dn dr 0， C8) 


上 式 右 边 是 一 个 有 限 连 分 数 . 
证 ”由 定理 1 若 所 有 的 无 限 简 单 连 分 数 (aswari:，*…' ?Cn 这 0) 
部 是 收 化 的 .由 定理 1 及 $1 式 (24) 知 
如 一 jimtaoyral "zn 
= limtao Cars an)? 
=lim{actl/ ta a 
六 二 me a 
让 以 上 两 式 就 推出 
Doan lsat», (9) 
oo 二 [让 ,|]. 
阿 理 推出 对 任意 的 ”之 0， 
,=ant l/s tian 1: (10) 
2 


cn 一 [如 |]. 
这 就 证 明了 式 (70. 利用 几 纳 法 ,由 式 (9) 和 (10) 就 可 推出 式 (8) 成 
并 (和 留 给 读者 ). 证 毕 ， 

由 式 567? 立 邵 得 到 

推论 3 设 taoayioop 是 两 个 无 限 简 单 连 分 数 ， 
在 

Actbs Gel19 1 一 《加 六， 
NM ,= 7 0, 

这 在 明 一 个 无 理 数 如 果 能 用 无 限 简单 连 分 数 来 表示 5 即 其 值 
等 于 这 个 无 理 数 ) ,那么 这 个 去 示 式 一 定 是 唯 … 的 . 那么 ,任意 一 个 
无 理 数 是 否 一 是 能 用 无 限 简单 连 分 数 米 表示 昵 ? 回 符 是 肯定 的 . 种 
实 上 ,3$32 例 1 和 定理 2 已 经 指出 了 册 体 求 这 种 表示 式 的 方法 ， 
但 需要 严格 证 明 . 

定理 4 设 #$. 是 一 个 无 理 数 . 再 设 

ap 一 -<o]， 一 1 
一 [6]， 名 一 171 和 1 
那么 有, 宇 1;,7 汪 1; 太 
Es = aor dirs Y, ‘12) 
拒 们 把 4anyeiyaz， > 称 为 是 无 理 数 名 的 无 限 简单 连 分 数 表 示 式 . 

证 直 于 名 是 无 理 数 , 所 以 所 条 衬 1) 痢 是 无 理 数 . 因此 ,0 一 
{0 有 1dy 宇 1,7 字 1. 由 定 埋 1 知 式 (12) 右 边 的 
无 限 简单 连 分 数 是 收 北 的 , 没 

BO au 》， 
我 们 要 来 证 明 9, 一 66. 由 x 二 [xz] 十 {zx} 及 式 (11) 可 得 
EF =an 1 ad Oo ad 1/ = Cas a rt 
= (aa ti AO. £13) 
出 此 及 § 32 定理 1 得 
让 Ar 
(14) 
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Fad dn ND. 
由 此 玉 式 (1) 就 推出 名 一 各 .证 些 . 
由 定理 4 立即 得 到 癌 的 无 限 简 单 连 分 数 表示 式 : 
EE an nO. 15) 
我 们 把 总 称 为 的 第 nx 个 完全 商 . 
例 1 求 民 ,1;,];1,"…) 的 值 . 
解 ” 设 值 为 2. 出 式 (8) 知 
B= 1,0)=1++178. 
因此 .8 一 8 一 1 一 0, 有 所 以 
6 一 (1 士 ~” 5 )/2. 
由 此 及 581 知 ,8 一 人 1 十 /5372. 
例 2 装 < 一 1 ,3,1,2,4,1;2;4;1;2;4,…) 的 值 
解 ” 先 求 41,2,4,1,2,4,1,2, 4 的 住 , 设 为 有 .由 式 683 知 
(利用 $$ 32 式 (25)) 
Fl 二 1 
=t]1,2,C48 十 ]0A0 二 《1,2 十 六 148 十 1)} 
— 1, 98 2 /A171 CF 二 1)/ C90 十 2) 
= (138 十 3)/ C97 二 +2). 
多 此 ,9 于- 一 11 多 -3 一 0， 
多 一 (11 士 ~ 229)718， 
由 此 有 二 1 知 了 二 (11 十 M229)/18. 因而 ,由 式 58) 知 


中 一 (一 1.3.8》 一 (一 1,3, (11 十 229)/18) 
一 〈--1,3 十 187(C11 十 /229)， 
{1,3 十 (~ 229 一 11)76》 
一 :一 1,(wv229 十 7376》 
一 一 1 一 6 229 十 7) 
一 (vv 229 一 37776. 
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例 3 求全 2 中 的 连 分 数 的 各 个 完全 商 . 
解 ”我 们 上 只 昌 求 名 一 唱和 一 53 ,好 2 4 ,CO 
(4 .因为 和 ,$i 已 求 出 ,有 是 当 n 写 5 时 ,5 一 56a. 这样, 只 要 求 
& =3,0 二 3 十 18/ (11 十 ~ 229) 二 ne 
一 人 48 一 4 十 187011 十 ~ 229) (v229 二 13)/6. 
Ed 
一 2 一 6 229 二 13) 二 (v229 十 7)/10. 
例 4 求 、” 8 的 无 限 简 单 连 分 数 ， 
解 0 
一 2 十 (8 一 2 一 2 二 40 8 十 2) 
= {2, Cv 8 -+2) /4 
一 《2.1 十 (AS 一 204 一 :21 8 一 2) 
一 42,1.41(w 8 一 2))》 
一 :2,1,4fw 8 十 27747， 
这 又 回 到 42.( 8 十 2)/4) 的 情形 ,因此 ,数字 循 坏 出 现 , 得 到 
BO— (2,1,4,1,1,1,4.). 
我 们 同时 得 到 了 
“名 十 2374 一 (1 41 4 4 
v8 十 2 一 <411 4;1 ,4,1,…). 
例 4 的 方法 可 用 来 求 形 如 Cv a 十 a) wb 的 无 限 简单 连 分 数 ， 
这 将 在 $ 35 作 进一步 讨论 :但 求 一 般 无 理 数 的 无 限 简 单 连 分 数 是 
| 分 困难 的 . 
下 面 来 讨论 无 理 数 用 它 的 无限 简单 连 分 数 的 基 近 分 数 来 作 有 
理 过 和 近 时 的 误差 ,六 证 明 这 种 有 理 到 近 基 最 佳 的 . 
设 无 理 数 名 的 无 限 简单 连 分 数 表 示 式 由 式 人 12) 给 出 , 它 的 第 
站 个 放 近 分 数 是 


re Cp nn" On ' 


忆 及 输 数 到 {下 Ri 由 33 式 62)? 给 出 . 我 们 先 来 证 明 : 


定理 5 对 nn 守 0 有 有 


| 
二 44) 
证 由 式 (13) 太 $32 定理 2 的 式 (35) 得 到 
ER =— {dor sn at1) 

adntl a 

天 ee 十 并。 1 

出 此 及 33 定 理 1 得 

Rn lO 


在 
pm nl Rn 1 
全 en 让 下。 了 和， 十 开 ， 1Y 
1 站 癌 
kakétitka) 


卡 二 。 十 1 


nO0. 


由 于 a 0 过 全 4 之 as1 十 1; 利 用 $$ 33 式 (2) 得 ; nn 宇 0 时 ， 


中 1 二 Gn; 1 由 十 是 1 和 玉 441 1 十 直 n 一 1 
a 1 十 是 一 二 1 十 天 
由 以 凸 两 式 即 得 式 (16), 证 上 毕 . 
由 $5 33 的 式 (2) 知 
RR, 二 起; (A 
由 此 及 式 民 6) 得 ; 当主 0 时 ， 


a nl 1 -1 | < | 
| 二 
及 
| 并 。 i 三 Aa.1 | 过 A 二 4 7 一 a, |. 


式 (20) 与 (21) 表 有 明 渐 近 分 数 依 次 一 个 比 - :个 更 接近 后- 
定理 6 设 有 理 分 数 ai5 基 有 夏 的 分 母 5. 那么 
fi) 车 对 他 个 站 0D 有 
[EB Sk 
则 1. 
《ii 若 对 某 个 nn 宇 1 有 
Ee 
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一 | 一 ri 一 | 和 一 外 | 二 二， 


(16) 


(17) 


C18) 


i192 


之 个) 


(21) 


(22) 


(23) 


Wy bk;. 
证 证 明 的 关键 在 二 要 把 ea/ 和 渐 近 分 数 建立 联系 .由 $33 
式 45) 知 二 有 +1 一 二 ta 二 《<- 9", 所 以 线性 方程 组 
Es 
(rh yh .= 
有 整数 解 
Tb Rs 
y= 1 Bh, ak,). 
这 样 就 有 整数 z,y 使 得 


Erp—a— rt O— A yO, CO— hy, C4» 
我们 用 上 反 证 法 米 证 GG). 若 0 三 5 之 1 我 们 来 证 这 时 必 有 
Ty, (C25) 


因为 ;如 果 和 = 二 0, 则 一 yy ; 闻 直 11( 注 意 5 汪 0) ,这 和 和 假设 0<5 一 
&.11 相 盾 ; 旭 果 YY 二 D0; 叫 | 让 一 Xa 二 hs; 国 而 有 | Sb Oa i 一 - 
zj18soks 一 hi 这 和 条 件 (22)? 矛 盾 . 这 就 证 明了 zy 天 0. 如 果 zy>0， 
则 奉 志 一 | 六 :下 十 | | 有 Di 这 又 和 假设 0 所 < 下子 盾 ,所 
人 
但 另 … 方 面 , 由 式 人 47? 关 和 有 一 上 恢 次 变 奉 改变 正和 负 导 (这 
式 (18) 也 可 看 出 ). 因 此 , 当 式 (25) 成 立时 ,由 式 (24) 推 出 
185 一 @| 一 | 并 | i$ | |y | 1 人 al 一 页 ol | 
| 一 |. 
这 和 和 杀 件 (220) 于 盾 . 这 就 让 明了 0). 
巾 习 立即 可 推出 (i). 条件 (23) 呆 收 写 为 
[SB—a|< P/E) Ek ha | nl. 《263 
在 5 所 则 条 件 C26) 椎 出 条 件 C(22) 成 立 , 因 而 由 已 证 明 的 人 i} 推出 
pi 但 当 # 汪 1] 时 ,由 33 式 (3) 知 .1 六 k,, 开 盾 . 所 以 当 n 庄 
1 时 必 有 > 证 毕 . 
下 面 的 定理 尖 明 ;一 个 无 理 数 的 “好 的 "有 理 分 数 间 近 一 定 是 
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它 的 渐 近 人 分数? 给 出 的 拓 近 . 
定理 了 设 癌 是 无 理 数 .和 阁 有 和 有理 分 数 aj516 之 1, 使 得 
| —a/b| <</ 2b), (27) 
那么 ,a 一 定 是 总 的 某 个 少 近 分 数 . 
证 由 $33 忒 (3) 知 ,存在 叭 -的 "使 得 


bk. (28) 
全 米 汪 明 必 有 上 5 一 上 若 不 然 , 必 有 
Rah kr (C29) 
hui Ra ap | 1 (bk, ). (C30) 
由 < 从 定理 6) 推出 
| 站 二 一 下 一 站 | ， C31) 


这 样 , 由 式 (307 8317 总 条 件 (2717 得 到 | 
| 一 下 | 一 | 
pk C2). 


式 { 这 是 由 条 件 (27) 及 式 031} 排 山 的 ,所 以 一 定 成 江 ) 得 划 
[hn ks -- Ar ks |</R:, 

妈 | 一 a | 和 17& 和 所 以 a 二 hi 因此 af 一 有 /ks 虹 厨 的 一 个 浙 近 
计数 .证 毕 . 

作为 定理 ?的 :个 应 用 .我 们 来 部 分 地 回 符 &32 例 3 提出 的 
[上品 是 . 

定理 8 设 d 六 1 不 是 平方 数 . 霖 不 定 方程 

Xz 一 dy 二 十 1 C32) 

有 解 x 二 20 计 D0yy 一 0 站 人 0 那么 xo/ Yo 一 定 蚌 ~vd 的 某 个 渐 近 分 
hi 

证 这 日 } 芭 ,有 有 Te Yo, 若 不 然 , 从 Yo To 可 推出 


的 -个 无 理 数 的 淆 近 分 数 就 是 指 它 的 无 限 简 单 过 分数 表示 式 的 新 近 分 数 ， 
A 


二 1 一 如一 Ci 一 cs 一 ]. 
这 不 可 能 . 由 -ra 性 古 解 及 ro 人 op 可 得 
[zo/yo—~v ad |=1/(ylro/ yot MV a )) <1/ (2y). 
~d 是 无 理 数 ( 为 什么 ), 利 用 上 式 , 由 定理 7 就 推出 eye 必 为 
vd 的 渐 近 分 数 天 7 Rs 由 此 及 (ro 一 1 凤 得 xo 二 有 ,yo 二 证 
虽然 ,定型 8 并 术 回 管 不 定 方程 (32) 是 从 有 解 , 得 结论 表明 ， 
我 们 只 要 在 M4 的 浙 近 分 数 中 去 寻找 (32) 的 解 . 这 就 要 求 我 们 去 
研究 d 的 无 限 简单 连 分 数 表 示 式 的 性 质 ,这 将 在 35 讨论. 
像 式 (27) 这 样 “ 好 的 ? 通 近 是 否 一 定 存 在 呢 ? 回 答 是 肯定 的 ,这 
定理 9 设 ”六 0,j/KspanriRei 是 无 理 数 总 的 沿 个 相 邻 的 
渐 近 分 数 .那么 ， 
[tO— ha/ 天 < 2) 
[Eo — her /Ra |< 2k , 
至 少 有 一 个 成 江 . 
证 ”车 网 趟 禾 不 成 立 , 那 乏 利用 式 (14) 可 得 
| 
|/ Ra hat Rat1 | = 1 (Rk LL), 
最 后 一 步 用 伸 了 8 33 式 (5). 进而 有 
2 天 下 1 2 天 十 下 21 1。 
而 和 这 和 仅 当 避 二 41 时 才能 成 了 谋 .由 此 及 $33 式 (3) 知 , 必 有 二 0， 
品 一 点 ; 一 1 一] 月 一 co 下 ;一 ce 十 1. 由 有 
ao 1/2<é Lao 1 而 /上 一 加 十 1 
由 此 雁 出 
[és—AhR | = | (Cao 1) | 2m 2). 
这 和 假设 矛盾 .证 毕 . 


由 定理 9 序 即 推出 《读音 自 证 ?:， 存在 无 闪 多 个 有 理 分 数 /2 
游 足 : 
[tC—arp | (2 ). {33) 
例 5 求 ~” 8 的 分 址 最 小 的 渐 近 人 分数, 其 误差 和 10 ". 
在 全 4 中 已 求 出 v8 一 从 ,14114;1;4,*…). 我们 先 列 表 求 
出 ks; 然后 根据 式 (16) 居 计 误 六 . 


2786 3363 


985 T1189 


由 上 表 知 , 取 # 二 8,7 时 ,由 式 (16) 可 得 


| /hs | - 2786 1 
VE el | Vs 2786| 一 一 
] 3 点 3 V8 985 gas. 1189 
___Jl ss 
1171165™~1° 
hn 577. 1 
| 8 一 204 ij 一 204(0204 十 985) 
1 ] 一 下 
242556 ' 


因此 要 求 的 闸 近 分 数 是 hs 一 2786/985. 
请 读者 自己 找 出 v8 的 这 些 渐 近 分 数 中 ,哪些 满足 式 (272. 


习题 三 十 四 


1. 求 以 下 无 限 简 单 连 分 数 的 值 : 

C1) 【7231 1 1 

《ii 《1,2 3 1 2:3，1，2 3 

Cliiy 7 Ds2 1 3 1 391。3， 2 

iv) 一 2 21 2 1 2 1 

2. 设 a;b 是 正 整 数 ,a 整除 5, 即 5 一 ac. 证 明 : 
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parbabar 一 (十 全 4772， 

3. 求 以 下 无 理 数 的 无 限 简单 连 分 数 ,前 六 个 渐 近 分 数 , 前 七 
个 完全 商 ; 以 此 该 无 理 数 和 它 的 前 六 个 渐 近 分 数 的 差 . 

(i) N29 Gi) (10 十 1373. 

4， 设 5 是 无 理 数 , 它 的 无 限 简单 连 分 数 是 4ayaiyaz，…>. 让 
明 : 当 避 i 计 1 时 ,一 一 人 ag 一 1 ,1 一] yayass); 当 a 二 1 时 ， 
-a a. 

5. 我 们 说 数 8 等 价 王 数 a, 如 果 存 在 整数 a.5,c,d, 满 足 ud … 
be 一 寺 1 ;使 得 六 二 (aa 十 Bi(tea 十 中 ,证明 ; G) 任意 的 数 &a 必 与 自 
身 竺 价 . G2 大 六 等 价 和 a, 则 等 价 于 .Gii) 车 a 等 价 于 ,8 等 
价 二 了, 则 等 价 于 YY. Giv) 有 理 数 一 定 等 价 于 福 ., (v) 任意 两 个 有 
理 数 一定 等 价 . ivi) 设 a,8 是 两 个 实 无 理 数 .那么 ,a 与 8 等 价 的 
充 要 茶 件 是 它们 的 无 限 简 单 连 分 数 为 贡 下 形式 : 

Oo or mC Cs 
B= Por ditor tl ts ), 
6，(i) 设 实数 zz 主 1, 及 工 十 x 之 M5, 证明: 
1 5 十 1)72. 

(i) 设 扣 是 无 理 数 ,并 站 71 是 名 的 

三 个 相 邻 的 渐 近 分 数 . 那么 ,以 下 三 个 不 等 式 
[Eo—hy/k | 5 kD) j=n—1nrntl1 

至 少 有 一 个 成 立 ( 提 示 : 用 反 证 法 ,并 利用 5i). ). 

ii》 存在 无 究 和 多 个 有 理 分 数 wi5; 满 是 | 一 aip| 二 
1/ (Cv 5 6). 

Civ) 找 出 例 5 中 ~ 8 的 那些 渐 近 分 数 中 ,哪些 满足 5ii) 中 的 
不 等 式 . 
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8S 35 二 次 无 理 数 与 循环 连 分 数 


特殊 形 式 的 无 理 数 的 无 限 简单 连 分 数 应 有 特殊 的 形式 学 性 
质 , 本 节 将 讨论 所 谓 二 次 元 理 数 的 无 限 简单 连 分 数 ,并 在 下 一 节 利 
用 它 的 性 质 来 解 Pell 方程 . 我 们 先 来 讨论 二 次 尤 理 数 ， 
一 个 复数 a 称 为 二 次 无 理 数 ,如 上 果 “是 某 个 星系 数 二 次 方程 
ar thrtc—0, 
1 判别 式 大 一 4ac 不 是 平方 数 
的 根 . 方程 (1) 有 两 个 不 同 的 根 ， 
pO LM jac a), —b/(2a)— MP dac/ (2a). 
(2) 
a 必 为 其 中 之 一 . 当 二 次 无 理 数 a 为 实数 时 ,就 称 为 实 二 次 无 理 
数 . 帆 式 (2) 务 ,a 是 实 二 次 无 理 数 当 且 仪 当 
bi— daci>0. (3) 
定理 1 a 是 一 次 无 至 数 的 充 蓝 和 茶 件 是 存在 非 平 方 数 的 整数 
c, 及 有 理 数 rs 天 0, 便 竺 
a—rdi-s~ dl， 《4) 
此 外 ,a 是 实 二 深 无 理 数 的 充 要 条 性 是 z 0. 
证 ”必要 性 由 二 次 无 理 数 的 定义 及 式 (2) 推 出 . 
充分 性 “证 a 由 式 (d4) 给 出 . 感 见 ,a 满足 二 次 方程 
rT 2 十 《一 全 一 站 . 
表示 一 上 /5 一 下 /党 下) 下 为 整数 , 关 >0 天 0 方程 杰 为 
Fr 2lhrt Ch — dk’)=0. C5) 
它 的 判别 式 等 于 
(28 下 32 一 dl Ch — dk ) = (ok Yd, 


(1) 


之 器 


由 4 不 是 平方 数 就 推出 这 判别 式 也 不 是 平方 数 , 所 以 ae 是 二 次 无 
理 数 . 当 <z>>0 时 ,ae 为 实数 . 证 毕 . 

由 上 4 是非 平 方 数 的 充 要 条 忻 是 

dnim, C6) 

mm 是正 整 数 ,m 关 0,1 且 无 平方 因数 .因此 ,由 定理 1 立 池 推出 : 

推论 2 当 要 求人 是 理 1 中 的 整数 & 关 0:,1, 且 无 平方 因数 Bf . 定 
理 1 仍然 成 这 . 

定理 3 设 整 数 4 不 是 平方 数 . 那么 , 形 如 x 十 s ~ a tr,s 是 
有 理 数 ) 的 数 的 和 . 益 . 积 . 商 仍 是 这 种 形式 的 数 . 


证 明 留 给 该 洗 . 
设 再 数 4 不 时 平方 数 ,rs 是 有 理 数 . 我 们 把 
orise~v dd or—swv dd (7) 


称 为 是 共 轿 数 , 也 说 a' 旺 a 的 共 数 . 当 : 一 0 时 ,2 一 a' 一 部 是 有 
理 数 . 当 s 关 0 时 ;由 定理 1 的 证 明知 ,a,a' 都 是 二 次 无 理 数 , 旦 是 判 
副 式 不 是 平方 数 的 整 系数 二 次 方程 65) 的 两 个 根 . 反 计 来 ;满足 这 
样 的 二 次 方程 忆 ) 的 两 个 根 由 式 (2) 给 出 ,是 一 对 共 固 数 . 显 风 ,a 
的 共 恩 数 是 a, 以 及 对 给 定 的 非 平方 数 a, 形 如 rr 十 s ~ a 的 数 的 
利 , 着 、 积 及 商 的 共 塌 数 就 等 于 这 些 数 的 共 二 数 的 和 、 差 , 积 及 商 
《证 明 留 给 读音 ). 

让 34 的 例 1 一 4 可 以 看 出 : 这 些 . :次 无 理 数 的 无 限 简单 连 
分 数 中 的 元吉 co 上 共有 某 种 周期 性 ,以 及 这 些 有 具有 疝 期 性 的 连 分 娄 


”的 值 是 二 次 无 理 数 . 这 在 一 般 情 撒 下 是 否 也 成 立 呢 ? 回答 是 肯定 


的 .下面 就 来 讨论 这 个 问题 . 
设 无 限 简 单 连 分 数 
0 (qo 1rdas"**), CB) 
若 存 在 止 烧 数 二 ,使 对 所 有 的 7 汪 0, 总 有 
ih jn 9) 
则 称 名 古 冲 循环 简单 连 分 数 , 简 称 旨 循环 连 分 数 , 显 见 ,这 样 的 上 
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不 是 唯 … 的 . 使 式 (9) 成 立 的 正 整数 二 中 的 最 小 的 记 作 2, 称 ! 是 这 
个 纯 循 环 连 分 数 5& 的 周期 . 容易 证 明 ( 留 给 读者 ); (i) 对 任 一 使 
式 (9) 成 立 的 , 必 有 Gi) 对 任 一 nn 宇 0, 癌 也 是 纯 循 环 连 分 数 ， 
瑟 局 期 也 是 上 

车 存在 整数 由 六 0, 使 得 6 是 纯 循 环 连 分 数 , 则 称 名 是 循环 
连 分 数 . 这 种 整数 mz 中 的 最 小 的 记 作 m6, 称 5 是 生 的 最 大 纯 御 
环 部 分 ,s。 的 周期 称 为 是 名 的 周期 . 容易 证 明 ( 留 给 读者 ); 行 名 
是 循环 连 分 数 , 则 对 任 一 n 宇 0,& 也 是 循环 连 分 数 , 且 周 期 郡 由 
同 . 为 简单 起 见 ,周期 为 7 的 纯 循 环 这 分 数 襄 记 作 


一 《enoy 本 {10) 
最 大 纯 循 环 部 分 为 名 ,周期 为 的 循环 连 分 数 名 记 作 
Su Caos sm,—1 mm rm ti 17. 11) 


例如 ,8 34 和 例 1 中 的 1,1;1,"…*}) 是 周期 为 1 的 纯 循 环 连 分 
数 , 可 记 作 :1 , 例 2 中 的 (一 1,3,1,2,4,1,2, 4 是 mn 一 2 一 3 
的 循环 连 分数 , 可 记 作 (一 1,3,1,2, 4 例 4 中 的 连 分 数 是 mo 一 1， 
:二 2 的 循环 连 分 数 , 可 记 作 ‘2,1,4). 《1 414 是 ! 一 2 的 纯 逢 
环 连 分 数 , 可 记 作 :1.4)， 

定理 4 (Gi) 纯 循 环 连 分 数 & 的 值 一 定 是 实 二 次 无 理 数 ,5, 祖 
1 ,以 及 它 的 共 斩 数 &. 满足 一 1 二 名 二 0， 

Ci) 循环 连 分 数 的 值 是 实 二 次 无 理 数 . 

证 《iy 设 纯 循 环 连 分 数 名 的 周期 为 上 因而 有 

中 ,一 《GD 

由 a 一 wy 宇 1 知名 人 1- 由 六 34 式 (17)3 知 


£ Alto 十 只 
ki 1 全 0 十 走 ， 2 


这 里 太 ,有 由 有 33 式 (2) 给 出 .因此 所 满足 整 系数 二 次 方程 
(x) 一 太 -1 十 {ROA UU. 
由 于 无 限 简 单 连 分 数 所 的 值 ~- 定 是 无 理 数 ,所 以 上 述 二 次 方程 的 
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判别 式 一 定 不 是 平方 数 , 因 而 是 实 “次 无 理 数 ,由 村 a 六 1,j 汪 
0, 所 以 则 $33 式 (2) 知 
FO -hs 1 il. 
F110= (RR) Oh) 
Roa Oh 11) 
FR sh ol, 1. 
所 以 莒 的 虑 四 数 富有 即 fr) 一 0 的 妇 ~-- 根 必 满 星 一 1 < 各 二 0. 
(ii) 由 式 (1) 太 34 式 (17) 知 | 
Es = Cane am, 1 
月 - IS A 
Rl 
由 此 长 6 就 推出 所 要 绪论 , 证 毕 . 
本 节 主 要 证 时 定理 4 的 道 定理 也 成 立 . 
定理 5 设 世 是 实 二 次 无 再 数 .那么 ， 
(7 5 的 无 限 简 单 连 分 数 表示 式 定 是 一 个 循环 连 分 数 . 
(ni 民 5 呈 有 的 共 和 数 , 若 满 足 各 关 1 ,一 1 二 总 < 天 0 则 总 的 
无 限 简单 连 分 数 表 示 式 -一定 是 一 个 纯 循 环 连 分 数 ， 
证 由 是 于 1 和 若 : 实 一 次 无 理 数 名 - 定 二 表 为 ( 济 什 么 ) 
一 (vd 二 oA/g， egscEEe>l 着 非 平 开 数 . 
但 这 时 并 不 一 定 满足 条件 gla 一 ce, 当 册 $34 定理 4 的 方法 来 求 
so 上 的 无 限 简 单 棕 分数 表示 式 时 ,如 条 有 这 茶 件 成 立 则 可 使 求 表 示 
式 的 过 程 简 单 . 注意 到 表达 式 
So=(v dg:telg|) tolg ) 
就 满足 这 和 条件, 因此 ,后 一 定 可 表 为 ， 
5 一 Cd Fe gs, gola -ei, (12) 
这 里 zz]1 是 非 平 方 数 .现在 用 人 34 定理 4 的 方法 米 求 & 的 元 限 
简单 连 分 数 表 示 . 以 下 符号 均 和 § 34 定理 4 相同 ， 
先 证 明 $; 均 可 表 为 式 (12) 的 形式 .我们 有 a6 二 [&,]， 


rt qd 一 Gaogo 一 co (131 
gr co 十 (aoge 一 co)) 
取 
EC ddn {os (C14) 
就 推出 do 一 Ci. 设 
qd —d— el, C15) 
就 得 可 束 为 式 (12) 的 形式 : 
,= Cv a tte) gi, gld—eli. C16) 
继续 依 此 弟 推 定义 ; 若 对 六 实 0) 有 
EV dd +e) q; | de C17) 
则 由 2; 二 点 联 
CH 一 如 一 Ci 一 一 C18 
得 (注意 ; 4 不 是 平方 数 , 所 以 gj 均 不 为 需 ) 
EN 一 (十 eye Grld—eci. {19) 


这 就 证 明了 所 要 的 结论 ;有 即 式 (17} 对 所 有 j 宇 0 成 立 ,cj,9; 由 式 
18) 给 出 . 为 了 证 明 &, 是 循环 连 分 数 ,只 要 证 明 存 人 在 一 产 蒂 0 使 
5 一 (为 什么 ). 由 二 有 式 (17) 的 表示 式 知 ,这 就 等 价 村 要 证 明 ; 
存在 不 证 A 守 0 使 
rH CRCk. C2 
现在 先 来 让 明 式 (20) 可 由 下 面 的 结论 推出 : 存在 j, 空 0, 使 得 
当 7 六 时 
gi 0. C21) 
苦 式 人 241 成立, 则 当 j 福 坟 时 ;出 式 (18) 若 ;: 
Ogi1l—=d ci dd, 
天 此,{9;} 只 取 有 限 多 个 值 ,icj} 也 只 取 有 限 多 个 值 . 由 此 容易 推出 
式 C20)( 留 给 污 者 ) ,这 就 证 明了 (i). 
式 (21) 的 证 明 由 $34 式 (17)(n 一 ;一 1) 解 出 $; 得 


上 i 一 ， 
和 一 一 有 | 5 | 1 2， 【22 ) 


?0 


这 时 一 hj 设 总 是 总 的 共 划 数 . 由 上 式 必 式 (21) 得 
总 一 一 i 中 名 二 | 一 二 4 二 (23) 
由 天 当 关 ~2o 肝 5 以 天 名 天 部 5 为什么) 所 以 必 有 记 宇 ?2, 使 
2 而 时 扣 坪 05 为什么) 由 此 政纪 人 1607 节 1) 再 利用 上 式 及 式 
(17) 得 
1 -一 总 一 2 Ai ji. {24) 
Og v dd ,, jj {25) 
所 以 式 (21) 成 立 . 
下 面 来 证 明 0i). 设 各 一 tavraly- 一 .由 计 1 知 aj 守 1],j 计 0. 
0) 已 经 征明 必 有 此 汪 h 守 0 使 


二 丰 ,， {26) 
在 六 一 0D, 则 结论 成 立 ， 各 0. 我 们 来 证 明 让 式 (26) 可 推出 
1 一 号 1- (27) 


因而 .依次 可 得 品名 0 一 名 这 也 证 机 所 要 的 结论 . 
卫 用 的 方法 是 以 二 -来 表 上 . 
由 条件 知 馈 半 1,7 宇 0, 现 用 归纳 法 来 证 明 当 疡 =z0 时 ， 
一 1 一 总 一 0. (28) 
由 条 件 知 ,j 二 0 时 成 立 . 候 设 这 时 成 立 当 ;一 = 十 1 时 
1 一 1 (GE 一 Qnr)》， 
利用 sa, 六 142 兰 0 和 归纳 假设 ,从 于 式 就 推出 式 人 28)? 对 /一 al1 成 
了 ,这 就 证 明了 式 528) 对 所 有 的 j 汪 0 成立. 
册 于 ai 一 外 一 1 所 以 后 一 名 一 17E 由 此 此 式 (28) 得 
0<< 一 ai 一 175i1< 
上 处 他 得 
aj= [I je0. (29 
由 此 及 总 一 总 就 推出 当 产 六 1] 时 


ll 


由 此 受 式 526) 就 得 到 
和 1 一 Ch 1 十 1 一 at 十 17 全 一 上 1， 
即 式 0277 成 立 . 证 毕 . 
例 1 求生 一 CY14 十 1) /72 的 循环 连 分 数 . 
解 ” 我 们 按 定 理 5 的 方法 来 求 , 即 要 求 出 最 小 的 上 i 宇 0 使 
二 在 ; 即 式 (20) 成 江 . 为 使 条 件 吕 2) 成 并 ,应 塌 为 
1 一 《~ 56 二 2)/4, d=36, 
i022, dys—=4, co 一 [| 一 2， 
现 按 详 推 会 武人 8 站 (19) 来 求 cg ya 


CI 6 一生 、 
é,= (v56+2)/4, ds 2. 
C1 二 2+ 4—2—6, F156—8°)/4=5,， 
é& =(v 56 十 6775， 2 一 2. 
cs 一 2 。5 一 和 一 二 、 oz 一 (56 一 42775 一 8， 
3 一 (~ /56 十 4)78， 2 一 1. 
C4 二 1 * 8 一 4 二 4， 9:—= (356— A485, 
é;= Cv 56 十 4)75， as 一 2， 
ci 一 2 * 5 一 4 一 66， ga (56—62)/5 二 生 ， 
EC—(v 56+6)/4, as 一 3， 
c 一 3。4 一 6 一 6， dz 一 (56 一 62》7/4 一 5， 
< 一 (56 十 6)75. az: 一 2， 


这 就 求 出 三 站 一 1; 天 一 5 是 使 总 一 对 的 最 小 的 值 .因而 得 到 
tv d+/2= (2,2,1,2,3). 

设 4 六 1 是 非 平方 数 ,& 由 式 (12) 给 出 , 由 定理 5 知 # 可 由 式 
《17? 表 出 ,但 另 一 方面 名 和 吉之 间 冯 有 一 般 的 关系 式 § 34 
式 517), 因此 ,由 这 两 个 关系 式 可 推出 (cr) fgn? 和 {1} 之 辣 
的 关系 ,下 面 的 定理 就 是 刻画 这 种 关系 . 

定理 6 设 厨 由 式 (12) 给 出， 
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So 一 《信和 人 人 2 
再 这 ,8 由 舍 33 式 (2) 给 出 ,coygs 由 式 517) 给 出 .那么 有 


C1 Tle, 一 [如 0 而. 而。 2 一 Cat， LR» a sR 127) 
cd — er 


kk nS0. C30) 

Clo gg Oo (ooha i eons i)  — dRis HED. 21 
特别 地 , 当 co 一 Dos 一 1, 即 志 二 Vd 时 有 

Ci Ss—=h, ho oa RRs ss ND. C32) 

(—1)"g,—=hi_ dk, nS0. (33) 


证 由 $34 式 (17) 得 
点 0 (Chr. 2 n> 0. 
2 用 表达 式 民 7 代入 得 到 
vad 十 -ea _ hl 以 十 ce 十 zg 
go RC Gd Fes) HR, 2 
Co eo ltR 1 a en) TR 30n) 
= goths tv A Te Th sd): HO. 
由 上 式 比 较 系 数 得 
Caaf CoRs 1 cs Cohn za— Coks a) — dk nn, 


直 , To hseuR i nO. 

由 以 王 两 式 解 出 q, ;cs :利用 $5 33 式 (5}) 简 化 后 即 得 式 (30) 及 (31). 
由 于 old 一 < 和 所 以 式 531) 的 右边 可 被 go 整除 . 证 毕 . 

对 特殊 的 实 二 次 无 理 数 ,g, 应 有 特殊 的 性 质 . 下 面 来 讨论 最 
简单 的 情形 ， 

定理 7 设 4 这 1 尼 非 平方 数 ,60 一 ~ 4 十 [~ 4 .再 设 ,a 
同 3 34 定理 4, 以 及 cq; 是 由 的 表示 式 (17) 确 定 , 那么 ， 

(0 9; 二 1 的 充 要 和 条件 是 1|j, 这 里 i 是 的 纯 循环 连 分 数 的 周 
期 ， 

(i 对 任意 的 j 汪 0,gj 关 一 1 
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证 海口 的 共 扬 数 是 名. 我们 右 
1 C1 =—vVd +iv di 
所 以 由 定理 5 知 & 的 无 限 简 单 连 分 数 是 纯 循 环 的 . 因此 任 一 ,的 
无 限 简 单 连 分 数 邦 在 纯 循 环 的 . 共 gj; 一 1. 则 由 式 (17) 知 ,一 
Vg 二 ei 因而 出 定理 4 知 ; 必 有 
E>1, 1H =—vV de. 
因此 , 必 有 cc 一 [vd ;有 即 8 二 .这 就 证 明了 g; 二 1 的 充 要 条 件 是 
$j; 二 0, 由 此 及 #7 就 让 明了 (12. 

下 面 来 证 (ii). 车 有 j 守 0 使 gy 一 一 1, 则 名 = 一 ~ qd 一心 由 上 上 
前 面 已 指出 的 无 腿 简 单 连 分 数 一 定 星 纯 循 环 的 , 邦 由 定理 44i) 
知 :必须 和 

SO=—~V dl, I< =Vd ed, 
加 ! 行 
一 人 一 Te id， 
文 是 不 可 能 的 , 所 以 对 任意 的 70,9, 夭 一 1. 证 毕 ， 
推论 8 在 定理 7 的 和 茶 件 和 符 导 于 ， 
= diva] a a i a ?vd (34) 
以 其 
= dad =v dd ja sa 1140), (35) 
此 外 , 苦 设 名 一 《05 一 (及 
= ad EN C=a;d;— Ce;, 
Grd dei jE0, 
2 一心 :Go 一 寺 之 ,Go 一 [~ dd ]， 


Fj 7 了 0， 
以 太 2 一 ] 的 充 慨 条 件 是 上 站 7 二 0 1, 
2 


者 .334 例 4 给 出 了 和 定理 ?7 的 县 体例 子 . 
定 于 8 和 定 埋 7 是 应 用 连 分 数理 论 解 Pell 方程 的 基础 . 


习题 三 十 五 


1， 设 人 orayrasr"') 是 循环 连 分 数 , 周 期 为 7h 是 它 的 请 
近 分 数 ,2 一 aa 证明， 
(1) E11 1 R= CE a1) 
Ci) 数列 i 二 17RaCn 实 0) 的 极限 点 至 多 有 ! 个 ,它们 是 
入 一 
A 一 mo n+2 1 这 里 假定 总 由 5 式 人 144) 给 出 . 
(iijy 对 名 一 上 40,5,8.6.1,1,14》 炒 出 6iiy 中 的 各 个 极限 所. 
2， 求 以 下 二 次 无 理 数 的 循环 连 分 数 表 示 式 , 它 的 纯 循 环 部 分 
及 周 期 ， 
C0) (5 | ~ 37)/3; (ii) (6 十 < 437771 
(i) 【3 一 7 了 72. 
3. 设 一 次 无 理 数 a 一 (a 十 ~ caspid 是 凋 数 ,b>0,d 是 
非 平方 数 .w 是 a 的 共 固 数 . 证 明 ; 有 a 之 1; 一 1 之 a'<0 成 立 的 充 
要 好 件 旦 : 0 过 Vd ,Vad -一 -ab 二 vd 十 a. 进而 求 出 
(0) a 一 [vd J 时 所 有 满 是 a>1, 一 1 之 a 之 0 的 ai 
《ii 8 二 1 时 的 所 有 这 种 a; 
fiiiy 一 1 时 池 所 有 这 种 a. 
Bd 一 7.19 为 例 , 其 体 涪 明 以 上 结论. 
4. 设 六 一 人 as 名 是 总 的 共 饥 数 .证 明 ， 
— 1 = {arran 1 oY, 
5， 正 明 : 当 旦 仅 当 d= 一 a 十 1ta 是 止 粮 数 }H| ,~ 4 的 循环 连 
分 数 的 周期 为 1, 有 上 月、ai1 一 (ay 2 由 此 求 M101, ~ 325， 
~ 2602 的 循环 连 分 数 . 
6， 设 整数 a 宇 ?2. 证 明 ; (1) Va? 一 1 一 ‘a 一 1,1,2a 一 2); 
275 


(ii va 一 a 一 {a 一 ],2,24--2), 举例 说 明 5iy .6 的 应 用 . 

7 设 整 数 4 宇 3, 证明 ， 

(iy vi 一 2 一 :一 1 ,la—2.1.240— 2) 日 

Gi) va- 二 2 二 iaras2a), 具体 举 例 说 明 (i), (i) 的 应 用 . 

38， 了 未 4 是 奇数 , 证明 ， 

(i) Mal 时 .Vardarta Ta 177223 

(ii) 4 人 3 时 .we 一 ta -ly /02 Ca 3772. 
1124 一 2), 内 体 举例 说 明锐 } ,iD 的 应 用 . 

9. 证 明 : v4 的 循环 连 分 数 周 期 等 于 2 的 充 改 条件 是 4 一 
a 举例 说 明 这 -结论 的 
应 用 . 

10. 设 :上 基 正 整 数 .证 明 人 存在 抱 穷 多 个 \ 了 . 它 的 循环 连 分 数 
罗 同 期 汶 i 

11、 设 过 的 循环 连 分 数 是 

(vayama 2 Va . 
1 是 周期 .证 曲 ; a 一 a jy1 扣 7 这 172, 妈 


CA el 
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$ 36 x—dy:= 二 1 


这 “ 节 我 们 应 用 和 连 分 数理 论 来 解 不 定 方 程 
x:—dy:=1,， 《1 
及 
和 一 人 一 一 1， C2) 
这 里 d 是 非 平方 数 ,d>1. 通常 这 类 方程 称 为 Pell 方程 ,满足 > 六 
0,y>0 的 解 称 为 正解 . 
定理 1 设 二 二 Md , 它 的 循环 连 分 数 周期 为 !, 渐 近 分 数 为 
并 /8 那么， 
(i) 当 为 候 数 时 ,不 定 方程 62? 无 解 ,不 定 方程 1) 的 全 体 正 
解 为 


Th yi j=1,2,3,.; ‘3) 
(ii》 尝 上 为 奇数 时 ,不 定 方 程 (62) 的 全 部 正解 为 
工 一 六， Y= 7 一 1,3,5，…; (C4) 
不 证 方程 (1 的 全 部 正解 为 
工 一 站 1 yy 一 下 一 2 ,46 (5) 


证 由 $34 定 理 8 知 , 若 z*,y 是 不 定 方 释 (17 或 42) 的 一 组 正 
解 ,那么 必 有 某 个 n 汪 0 使 x 一 hy 一 另 一 方面 由 8 35 式 (33) 
得 

har— dk = 1"tig, yi. tH) 
由 8 35 推论 8( 那 里 的 束 ,&, 即 这 里 的 名 ) 知 避 天 -1 ,及 当日 仅 
当 了 | 时 人 一 1 因此. 促 当 nt 1 HO ,ho A 1 ,=k 
才 和 可 能 是 不定 方程 (1) 或 (27 的 解 , 这 时 
-Te 一 (0 

由 此 就 推出 所 要 的 全 部 结论 . 证 毕 . 


由 于 当 zy 是 不 定 方 程 41) 或 427 的 解 时 , 士 r, 士 YL、 负 号 
任意 选取 ) 也 是 不 定 方程 (1) 或 (2) 的 解 ,再 注意 色 土 1,0 是 1 7) 的 
解 , 及 站 一 1 一 0 从 定理 1 立即 得 到 

推论 2 在 定理 1 的 符号 和 和 条件 下 ， 

Ci) 当 z 为 倡 数 时 ,不 定 方程 42) 无 解 , 不 定 方程 61? 的 全 部 解 
为 

一 十; YY 二 十 ko; 了 一 站 ,1 2.……， (7) 
其 中 正 , 负 号 任意 选取 . 
fii》 当 了 为 奇数 时 ,不 定 方程 (2) 的 全 部 解 为 


天 一 十 下 1， 一 士 吕 1 了 《 吕 ) 
不 定 方程 (1) 的 全 部 解 为 
工 二 十 hi;_]， YY 一 十 二 ,， 1 3 fC (9) 


以 上 上下、 人 负 导 均 为 任意 选取 . 
定理 1 表明 ,为 了 求 出 不 定 方 程 届 ) 各 (2) 的 全 部 正解 ,就 归 皮 
求 出 ~ 4 的 所 有 渐 近 分 数 记 1&6-1(j 一 1:24…), 当然 逐个 去 求 
不 仅 上 呈 炳 也 是 不 可 能 的 . 下面 将 证 明 帆 要求 出 hj. 衣 -1 ,其 他 的 解 
部 可 用 它 很 简单 地 表 出 . 为 了 报 述 和 推导 方便 起 见 , 当 ,yy 足 不 
定 方程 (1) 或 (2) 的 ( 正 ) 解 时 ,我 们 就 说 二 议 无 理 数 x 十 >~ dd 是 
不 定 方程 (1 或 (427 的 (上 ) 解 . 
定理 3 设 扣 一 da, 它 的 循环 连 分 数 的 周期 为 !, 渐 近 分 数 
为 正二 sCas20). 那么 布 
he iv a kr = (hi tv 过 下 13 
j= 1 2. (10) 
证 记 p 一 ho 1 十 ~ 4 i_1: 它 的 共 思 数 
Oh vd kn 1. 
定理 1 证 明了 不 定 方 程 (417 和 (23(5 有 解 的 话 ? 的 全 部 让 解 由 pj,(i 尘 
1 给 出 , 世 验 证 
pp =—hi dk. i1—=+tl, jl1. (11) 
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这] Cl2) 
因此 ,对 任意 的 >1, 必 有 正 整 数 点 满足 
PSP 


我 们 来 证 时 必 有 
Dj or, (C13) 
荐 不 名, 则 有 
pp < (14) 


由 此 太 式 (11) 和 I 
lop = =atb vd Ln, abEZ. 15) 
oadb: (tut ad ahr d) 
— p(to + p(t oe) 
—po, (oo = 十 1. 
由 以 上 两 式 可 排出 : a,5 不 能 均 为 负 ,ab 关 0, 以 中 
l<atb~ dd =il(a—bvd). 

车 4ds 四 六 一 正 一 侍 , 则 有 有 
ECE 
这 各 上 式 半 盾 . 国 此 .a:5 拘 为 正和 整数 ,日 a 十 ~ 2 是 不 定 方 程 

《或 C2) 的 正解 .但 由 式 512),(14) 卜 (15) 知 ， 
atp~v do, jl. 
这 和 定理 1 政 拓 . 沪 以 式 (13) 成 立 ， 
为 了 证 明 式 忆 0), 包 此 证 用 必 有 处 二 jj 最 此 ,有 A oCm 守 1) 
一 定 是 丰 定 方程 (1 或 (2 的 下 解 .由 此 及 定理 1 和 和 式 4137 就 证 明 
了 个 芒 1 和 Pi 一样. 都 分 别 给 出 了 不 定 方程 人) 和 (27 的 
全 部 正解 .因此 ,. 妆 两 个 焦 合 号 一 样 的 . 注 意 到 (利用 式 5127 及 ma 
1) 
Pr 
A 
所 以 式 (C137r 的 下 一 大 证 毕 . 


由 定理 3 收 推 论 2 立即 得 到 5 证 明 留 给 读者 ) 

推论 4 在 定理 1 的 符号 和 条 件 下 ， 

(i) 当 7 为 和 偶数 时 ,不 定 方 程 (2) 无 解 ,不 定 方程 (1) 的 全 部 解 
为 

十 ww 一 士 (人 tv dh, j=0.12,, (16) 
共 中 正 . 负 号 任意 选取 . 
(ii) 当 工 为 奇数 时 ,不 定 方程 (2) 的 全 部 解 为 
xzryMV d=eith ev dR) j=1,3,5., (17) 
不 定 方 程 (1) 的 全 部 解 为 
ry vd=+th ;ts dE) j=02.4,., (18) 
以 上 正 . 贷 叶 均 为 企 音 选取. 

型 见 15i:& 是 正解 中 的 最 小 的 .如 果 ( 人 (27 有 解 , 我 们 把 
fiski 由 搞 训 一 hi 十 NA 起 称 为 不 定 方程 (2) 的 最 小 正解 ， 
{ha Ra 及 一 二 wd 1 称 为 (1 的 最 小 正解 :如果 (2) 
无 解 , 称 ih 1 1} 太 i 为 (1) 的 最 小 正解 . 

例 1 求 不 定 方程 

zi?3y 一 1 C19 
巡 

2 一 3 一 1 (20) 
的 全 序 解 . 

解 ” 由 $35 例 3 知 , M73 一 <8,1,1,51;5;1,1.16). 周期 为 7. 
因此 让 定 理 1 及 定理 3 知 , 不 定 力 程 (19) 的 最 小 止 解 居 xr 一 有 ;， 
一 如, 不 难 求 出 

Rss 一 81,1,5, 5 1)— 1068/125. 
国 此 ,由 掩 论 4 和 5197 的 全 部 解 为 

rwnAA73 一 工 (1068 士 125 ~ 73)， 7 一 1,3:5.7:…， 

20 的 全 部 解 为 
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二 ywA73 一 士 (1068 士 125 ~A73)， j==0,2,4,8,.… 
例 2 求 不 定 方程 
2 一 8 一 一 ] {21) 
此 
和 一 8 一 1 (C22) 
的 全 部 解 . 
解 由 8 34 例 4 知 ,~/8 一 <2,1,4), 周期 为 2. 因 此 由 定理 1 
长 定理 3 知 , 不 定 方 程 (21) 无 解 ,(22) 的 最 小 正解 是 zx 一 负 ,yy 一 下 ， 
.容易 求 出 
| h/t2,1)=3/1, 
所 以 ,由 推论 1 知 522) 的 全 部 解 为 
zy 8 一 十 (3 十 8 7 一 0,1,2, 3 
当 2 比较 小 或 是 比较 特殊 的 数 时 ,我 们 可 以 不 用 去 求 VG 的 
备 环 连 分 数 ,而 是 通 计 一 个 一 个 试 算 vy 一 1,2,… 来 求 出 
TI 一 dy 一 一 ] 或 zi: 一 dy: 二 1 
的 最 小 正解 ,有 即 第 一 次 找到 的 一 组 解 . 由 以 上 计 论 知 , 当 这 个 第 -- 
次 找到 的 解 是 一 dy: 二 一 1 的 最 小 正解 时 ,就 可 按 推论 46ii? 求 出 
这 两 个 方程 的 全 部 解 ; 当 是 x 一 dy: 二 1 的 最 小 正解 时 ,zr: 一 dy 一 
一 1 就 无 解 ,而 按 推论 400) 就 找到 zc 一 wy 二 1 的 全 部 解 . 例如 ,在 
例 2 的 情形 , 取 y 一 1 时 ,z+ 一 3,y 一 1 就 是 (22) 的 解 , 寺 而 (21) 无 
解 .由 此 立即 得 到 (22) 的 全 部 解 . 下 面 再 举 一 例 . 
例 3 求解 不 定 方程 
X29y: 二 一 1] C23) 
4 
x -29y:=]1 《2 生 ) 
的 全 部 解 . 
解 ” 依 次 取 y 一 1,2,…,12, 由 计算 知 土 1 十 29y* 均 不 是 尝 全 
下 方 . 当 y 一 13 时 ,一 1 十 29* 13 二 707. 因此 ,z= 二 70,y 二 13 是 不 
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定 方 程 423) 的 最 小 正解 . (247 的 最 小 止 解 ,由 
[70 十 13 ~ /29)3 一 9801 十 1820 ~ 29 

知 , 是 ==980],y 一 1820. 由 推论 4 知 (23) 的 全 部 解 是 

Zz 十 y~v 29 一 十 (70 土 13 -ww297)， 7 一 1,3,5，7，…- 
《243? 的 全 部 解 是 

zwynA29 一 十 (70 士 13 ~ 29)1， JJ 一 0,2，4.6…- 

当然 ,利用 M29 一 <5,2;T,1,2,10) 可 得 到 同样 结果 ( 留 给 读 

者 ). 


习题 三 十 六 
1. 利用 ~ 4 的 循环 连 分 数 来 解 下 面 的 Peli 方程 . 
Ci) x — B80Yy 二 一 1， 《ii 和 一 8 一 1， 
(iii x 23y 1, (iv 2*-- 23y 二 1， 
Cy) rT 29y = -1， 《vi x 29% 1. 
2， 遂 过 直接 试 锌 求 最 小 正解 的 方法 米 解 下 面 的 Pell 方程 . 
(i) zx —7y—=—1， {ii} 一 了 一 
Ciiiy 一 ?4 一 一 了 (iv x 74y =1. 


3. 设 d 汪 1 晨 非 平方 数 ,a 是 给 定 的 正 整 数 . 证 明 : 一 dy 一 
1 


何 意义 
5， 证明 存 在 无 穷 多 个 正 牧 数 ,使 得 1 二 2 十 … 十 n 是 平方 数 ， 
6. 设 zx 十 yn M2 一 (十 M2 ”证明 ; 
CY ya 1 
CY yO 1 
(iiiy y+ 是 两 个 相 邻 自然数 的 平方 和 , 求 出 这 其 个 白 然 数 . 
(iv 设 x 二 1 v0 一 0. 当主 2n 时 ， 
一 下 
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CV nl Xa YY 1 "+1 
arti = ziynt ya ] .ms 
CVIY 2 | ys 2 yn. 
OVI) 当 本 1 时 ,rw 不 是 元 全 平方 数 . 
7， 设 京 数 pp 三 1Cmod 4). 证 明 : xp 一 一 1] 必 有 解 . 
8 设 dq 之 1 是 非 平 方 数 ,w,v 是 x 一 dqy: 二 1 的 最 小 正解 . 证 
明 : x 一 dy 二 一 ] 有 解 的 充 要 条 件 是 ; 
sdi—u, 2st=v 


有 止 整数 解 St 扣 9 是 -~ 人 一 一 ] 的 最 小 正 整 数 解 . 
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附 才 1 素数 与 最 小 正 原 根 哥 12000 以 内 ) 
{加 * 者 表示 10 为 此 原 根 》 


ke | 是 


5 2 2 
7 3 2 
11 2 | 3 
13 2 3 
17， 3 5 
19" 2 2 
237 3 与 与 当 3 
20° 2 EE | 599 | 7 
31 3 01 7 
37 2 | | 607 3 
41 6 | 3 613 2 
43 ”3 : 2 617 3 
47* 5 223 3 819* 2 
53 2 站 227 | 3 121 2 | 631 3 
a9° 2 229" 6 431 | 7 ih 841 3 
Gl* 2 | 233° 3 433 | 5 643 11 
G7 . 2 | 239 7 439 15 647* 5 
71 7 241 7 443 2 653 2 
73 5 251 6 449 3 659* 2 
79 3 257* 3 457 13 | 661 2 
83 2 263* 5 461* 2 5673 5 
89 3 | 2 : 3 677 2 
937， 3 2 683 5 
1u1 2 < 1 G31 | 
103 5 | 此 : 3 70]* |) 2 
107 2 2 TO09" 2 
109， 6 7 719 11 
113* 3 5 727* 5 
127 3 2 733 8 
131 2 3 739 :3 
137 3 2 743* 5 
2 2 


2 人 4 


[i 


tw Wait 


Tr 


| » | 
dg91 厂 


一 号 
hs Nl 


| 


2 | 


™ 


ta 


卢 


2 
6 
2 
+ 
3 
3 
3 
D 
2 
2 
3 
3 
| 
2 
语 
3 
立 
Ee 
了 


吧 | 


续 


各 


] 


| 一 
lo 有 


Pa pa Fa kh 5 四 ho 
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P 和 
1699 3 
170D9 了 
1721 3 
le 3 
1733 
1741* 2 
1747 2 
17 了 753 了 
1759 
iP" 5 
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【1 十 》 
(1T1) 
tl 二 +) 
《1 十 ) 
CI.) 
tT 十 3 
‘I 二 +) 
‘I[—)} 
(T+ 
Il1) 
[+} 
Cl 
‘I 二 ) 
‘I 十 


Se Fit 
| 
lEA E206Il 
托 六 十 下 [ 
bep tT 二 0 
8 Pet Lel 
2 5 9e 
和 + 
2 + 5 
Mh 5 二 2 
Wa cP Lol 
la 名 [十 区 
9 ¢ 二 6 
bl BE OI 
pp vw 二 


COL{artsy | eel Tt) SIA Ft 人 81 
OL TT | ae TT) A +? 《全 ; | 
CoOL ErorerTiey | re Cr) SA 二 ‘gtgy | ol 
OLEs)y | oe C+) FA tel (912l'es 1 
‘Oona | ee C7) tA +a OT TR | 
‘omeaesy Tael hy Fett (gE) 81 
0060 jap) i AT | CEE) Li 
4 人 | 0 ?7 0 + ‘of 0l 
‘alrFy | rel tt) BA 人 
《84 Te YEz | Ct) ‘PT ! 
ear1‘grprerT by | zz UL) 9 和 91 ‘Fe 9 
CRT | zh I) SA te . ‘Fg 0 
:975 | ol tt) EATe ‘ZL € 
eager | ial) 7 
二 六 p PA i 流入 


( 接 3l* 查 的 1 第 T 十 一 :名 衬 久 革 罗 并 (1 1 PP 庆生 17) 
(00f PT) 华 博 工 中 普 印 夭 人 ad 与 颖 剖 可 邹 了 PA 7 装 靖 
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LA L965 +2beny C91‘gre Ll’ L112'S8) 


的 六 E64 2 
$9 十 EE 
97 号 十 时 
9 十 8 

rap + 

国信 8 二 tk9 
BA SORE "| BLLAGE 
的 十 
3A 89 二 Ot 
8 EL 66 

2 六 We Tsl 
9 Z 十 5 

A dE 十 Ba 
bop 99 + 5% 
和 5e 十 gT 
9 06 二 9 
pA bt 二 5 工 


(T+) 
CIC—) 
(I 十 ) 


‘DEE Ee, 


:91 F's) 


‘91 [| 
《和 全 3 {[ 十 ) 

ct 
CFT Lt CI 十 ) 
Pea (十 ) 
eh [14 (I+) 
‘yl Te 1) T=) 
FT tl 1 
cpl eT CL +) 
“Filey Cl 二 +) 
‘plore CL | 
‘P1219° 122) (I 
cLE LE |) 
apl hla bs; {1 十 } 


EL 加 


BF 4 十 05 
0 {2 
8 人 十 + 
2 


FA B86 rt 


FA 了 十 131 


WA Oc + 66] 
Eh L295 | eBFe 
fy 2++-£T 
lp +es 
DFA £16[ 
大 Foe 
六 9 1 
+ 

EA 
Un 9 et 
PA UE 


4 


ch 

‘pL 

ED 
{2161°9; 

{ZE EL 
:Teart'Te'T'g) 


“ellere tTd 


“oi elt*o’ 
‘301 el LY9) 


‘21'2'9) 
A 
1814849》 
:21:9) 
(21'9+9) 


‘DIE; 


流 萎 玉 凶 2 人 


EP 
ok 


bt 
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- “一 
沪 -一 一 


本 《号 下 [1 下 | og 
(Lt) 56A 10 i811"6) : ‘19*6)| pa 
{T+) 6 0T+66 (B81 B16:| 1 一 ) A 上 8 十 如 浊 (166) 人 人 
【TI 一 》 6 92 | F098 CLECLPLL LE 区 一 站 81 631 28 
‘I 十 3 6 十 让 ; BL Te? 的 六 16 YT*T'9}| on 
(1 一 ) SA Ft | BLT:2 | 96 | : ‘gta 6 
Ci) FA Patizet | 《和 1 2 人"T*T FL 《Te 中 Te 有 | a 
9638F15 ie 86 i+) ti OF Lob (ETL) 

‘(I+ EF O92T HLSLEE jeglrLrl Tip op Te 6 Tt) SA 0299T DLL | ol [+e 
(LT) 86A O81+ LSII (BT*1il'arp'e ly| 56 ‘TorbroilrlaT8 gr 
eT+) LA 59T+F5L (8L*14Le9*TeG TeT 6 [6 T+ oA 十 de :9 让 ET Se 
C11) 067 3T61 : ‘E267| 06 li PA 十 时 QT 1g) by 
CF) A EE 十 00 clerererge;| eB et 2 Eap el tas0l ?89151419 人 GT EY 全 
Tt} 8 [3 一 261 《人 人 1 I Et TT z | (gL*Z'R}| 22 
(It) LB 82 | C886) 了 站 iT BLP. Ot CYT et laa Lt 
2211 To0tu, jp] er Lae) ya tlt OE ALE eg ou: 


T 
器 
~ 
ME 
i 


PH Wr CE 
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1. 


习 匮 的 提示 与 解 交 


站 题 一 
作 亚 数 箭 搞 : am 一 mm 十 各 一 1 Pan 一 一 1) 一 


PP Gm) 对 Cp 用 1 定 更 1. 


2. 也" Cm) 辐 第 1 题解 答 . 对 卫 ' (Cm) 用 1 定理 4. 

3. 设 了 是 并 中 所 有 士 整数 组 成 的 子 集 . 对 了 "用 和 1 定理 2. 

4， 江 虑 集合 一任 一 a 十 1; 1 所 本 ). 对 了 ' 用 1 定理 2. 

5， 考 虚 集 合 六 ?一 人 jt 全 他}, 对 3M’ 用 第 4 冲 缚 论 ， 

6， 考 虑 集合 工 一人: a! 之 nn,kEZ) .对 7 用 第 5 是 的 结论 . 

习 题 二 

23， 一 人 二 

3， 利 用 贡 2 是 .人 0 无 :it x 二 1,2, 一 2. 

4 oyna tl dron, 

Ss. 1 31 2)=2=1,. 0 x3.7 二 (C2). 1]10 一 1,. 所 
70 |n, 

6 9 一] 一 《Cn 一 1 十 1 一 1] 一 (n 一 427 下 (w 一 1). 坟 为 - 整 
数 ， 

7，1234 一 2。617, 吉 除数 : 2,617: 止 除数: 1,2.617.、1234. 


2345 一 5 7。67, 寺 除数 :5,.7.67; 正 除数 :1,5.7.35.67.335， 
469,23.15. 34560 一 2 。33。5, 素 除数 : 2,3.5; 正 除数 , 2%， 3%。 
5 11 一 3，7*11*，13，37, 来 | 际 
数 : 3,7.11.13.17; 上 除数 : 了 略 . 


5. 
9, 


‘K&D 2 1 二 十] 


2n = nn. 


10. 在 np 个 是 素数 , 则 公有 素 轩 数 p' 注 号 ，: 而” < Cn p24, 


2 要 OD 


二 2 由 此 推出 pp 所 nn1 .这 和 假设 蔬 古 . 

11. pis pipepasn. 2p pi1p2pi 人 en, 

12.， 见 附 表 1. 用 不 超 过 ”300 的 素数 : 2,3,5,7,11,13,17 去 

13. 设 N 是 给 定 正 整数 . pi ,pspr 表 所 有 不 超过 N13 的 
素数 ,pyvbz ypbs 表 所 有 不 超过 (72322 的 素数 . 这样 ,由 第 11 
题 知 , 任 整数 nn， N13CN 27 之 nn 之 NN, 旦 三 个 或 二 个 以 上 素数 
葬 积 的 充 要 条 件 是 可 被 某 一 滋 积 六 ,zy 整除 .由 此 , 即 可 提出 以 
下 方法 : 把 满足 KRCNI2002cnsa 的 正 整 数列 出, 依次 把 能 
被 piips 徐 除 的 数 郁 删 去 蕊 过: 之 r 1 入 j 志 s), 剩 下 的 就 是 素数 或 帅 
个 素数 的 乘积 . 再 补 上 不 超过 N33CN/2) 吕 的 素数 及 pipit1 坟 1 志 
r 1 就 得 到 本 不 起 过 NN 的 素数 及 师 个 素数 乘积 的 全 和 体 正 整 
数 , 当 N= 二 100 时 .不 超过 10023 的 素数 是 2,3; 不 超过 50 的 素数 
是 ,2,3,5,7; 不 超过 10072 ，501(< 之 33) 的 素数 是 : 2,3,5,7,11， 
13,17;19,23,29,31. 这 样 , 不 超过 100!3，50!22 的 素数 及 两 个 素数 
乘积 的 正 整数 是 : 

2,3,2-2,5,2。3,7,3。3:2.。5,11,13.2.7.,3-5,17,19， 
3，7:,2。11,23,5 "5,2。13,29,31， 

再 列 出 满足 100135002<ns100 的 整数 ,依次 删 去 能 家 2，2， 
2.3,2-.5,2*7,3-.3,3*5,3*" 7 整除 的 整数 , 剩 小 的 就 是 其 中 
的 素数 及 两 个 素数 的 滋 积 : 


33 34 35 36 37 38 39 可 41 想 43 444 
6 46 47 #48 49 S59 5] B52 33 S54 55 $6 
57 58 59 WA 61 62 54 65 6 67 B68 
59 7 71 7F2 73 74 7& 7 77 和 79 8 
81 B82 83 B44 85 86 87 BB& 89 4 91 32 
93 04 95 8 97 人 38 190. 


实际 上 ,以 下 的 方法 可 能 更 方便 : 先 找 出 不 超过 N 的 全 体 素 数 ， 
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然后 补 上 不 超过 两 个 素数 的 乘积 pipis,pPi 和 Ps 各 Npi. 

14， 当 mn 时 必 有 FF, | 2 一 |， 

15， 用 归纳 法 ， 

15. (i) 对 任意 ,Cr) 都 是 合 数 :fiil PCzo) 一 士 训 ,六 是 素 
数 , 册 pp|PCro 二 ip) ,jEZ. 

17. 用 反 证 法 及 合 数 的 定义 . 

18. 用 反 证 法 上 不 可 约 数 的 定义 . 


习 题 三 


1，CD 一 CD 利用 半 2 例 3; Gv 利用 (Cii) 及 人 $2 例 3;Cy) 惠 用 
5 ns 一 jCviD) 关 他 Cv) ;Cvii)D 利 用 51n5 一 n ,3|n: 一 nn. 
2. 下 表 列 出 了 绝对 最 小 余数 


DE 


1 一 3 一 于 13)} EE .2.3.4,51 
1 一 3 一 1 人 1 3) : 二 1; 2 


3 00 ,C7 ,GiD 利 用 3 3 定理];Qv) 由 G0 及 G0) 推 出 . 

4. C1) (Ca) 7—=0Cb) j=]1:tc) 7 一 8. 

Qi) s 一 7 了, 广 一 1 十 6 一 1)3,1sc<7. 般 地 ,s=b/ayj 二 jj 十 ( 
— la lh/a. 

6， 利用 证 明 $2 定理 7 的 方法 . 

7. 利用 3 年 理 1. 

9. 利用 第 8 题 0i), 找 一 整数 与 和 1 十 172 十 … 十 172 之 积 不 是 
牲 数 ， 

10. 利用 第 8 题 5ii) ,六 上 题 的 方法 ， 

12， 设 训 宇 ] ,rr 宇 1 ,mtr 十 1 二 Cr tr 一 Cr 二 1)， 
‘2m 十 rr7/2 一 .7 1 和 2m 十 r 的 奇偶 性 相 友 ,这 就 证 明了 必要 
性 . 当 关 一 着 人 时 , 营 2 关 全 让, 取 一 凡 一 1 2 一 
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24T 一 yp; 荐 2 一 于 证 明了 充分 性 . 

13. 分 a 二 5,a 主 PD 两 种 情形 .a 过 5 时 , 仪 污 4a 一 16 二 2 时 才 可 
能 有 2 一 1|12* -1:4 法 5 时 , 设 a 一 gq 十 +r;0 扣 7 之 5. 易 证 2 一 1| 
2 二 1]<— -2 1|2" 1. 

14. 仿照 $3 和合 5 的 证 法 . 

15. ti) 31(C1) 535 (G1) 1,2,.4;1,2,—3;(iv) 1,3,9,5,4;1,3, 
一 2,3, 生 . 

16.， ti 找 出 六 被 13 除 后 ,可 能 习 到 的 绝对 最 小 余数 ， 

《ii 把 人 中 的 3 换 成 42. | 

17， 参看 3 结束 时 的 讨论 . 

18. 证 明 : 2 2 2 :被 除 后 所 得 的 最 小 非 负 余数 各 不 
相同 ,而 任 一 2* 被 a 除 后 所 得 的 最 小 非 负 余数 必 和 纪 上 的 a 个 
中 的 一 个 相同 ， 

19. (Ci) 3587 一 1819 十 1768,1819 一 1768 十 51,1768 一 34 。 
51 +34:51 一 1，34-+ 17,34 一 2，17. 所 以 (3587 ,1819) 一 17. 17 一 
51 一 34 一 51 《1768 一 34。51) 一 35。51 一 1768 一 35(1819 一 1768) 
-1768=35 ”1819 一 36。1768 一 35。1819 一 36(3587 一 18197) 一 
一 36。3587 十 7]，1819; 

《7《2947 ,3907》 一 ?一 一 87。3997 十 118 。29471 

《iii)【 一 1109,4999) 一 1 一 522。4999 十 2353 。( 一 11097; 

32， 由 已 的 递 推 公式 证 明 : 当天 位 1 时 ,bi 守 2*+02, 


习题 
1 一 807 一 {十 1]; 十 2, 十 3; 十 4; 士 686; 十 12}, (72， 
一 B60)= 12,; 
《ii (一 120,28) 二 { 土 1; 士 2,; 十 4},( 一 ]20,28) 一 4; 
Cy E68, — 1380,495)= {二 1], 二 31,(0168,--180,495) 一 


2. 2*3*5—=30,2+*3+*7—=42,2°+5+*7~—=70.3-5*7=105. 
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3. (GD 上 198,252] 一 2199,126] 一 18L11,14] 一 2 3 7，。11: 
C1) [482,1687] 一 241[2,7] 一 2。，7 了 7 * 241. 

$4. dcrd as dad|atp, Al dlb'dle—— 4 士 1 ;所 以 
(ea)=1. 同样 证 (ce 一 二， 

Ss. nl 二 1,tnAd+171 寺 1) 二 (nl 二 1; 一 7) 二 (C1, 一 nn) 一 1， 

6. C7 C2 十 1.2 一 1) 二 《2t 十 1] ;一 2) 一 (1 ,一 2) 二 1; 

(ii) C2n,2Cn+1)) = (2n,2)—=2; 

《iiiy ChansRtni 2)) = (Rn 28) 当天 一 2 HH, (kn, 28) = (Dak, 
38 二 2k; 当 nn 一 24 十 1] 时 ,kn ,28)— (2ak 2k) = (Fk,2k)=k; 

{iv) (一 1,82 开 天 十 1 一 人 一 1,2p 十 1 一 (一 1 37 一 3， 当 
二 3 表 十 1 ;二 1; 当 nn 一 3 龙 一 1 3. 

7. [ap latab) Lad bab Bam = tab) © = 
Lasb]. 

8. a—=4k, 十 2;5 二 4 十 2. 

9. (i) 充分 性 : 设 f=cg, 取 x 一 gy 一 tp; Gi) 充分 性 : 设 /一 
dg ys 取 工 gy 一 dg. 

i0. Ca/lo BA/AQ cA/10) = 1 [Lal0b/10,c/10]= 10. a/10, 
pA10,c/10 仪 可 能 取 值 1,2,5,10 并 满足 上 述 两 茶 件 . 有 三 种 可 能 
情形 ki a/10 一 8110 二 cA/10, 这 不 可 能 ; (ii) 三 个 中 有 两 个 相等 ,由 
条 人 忻 知 另 一 个 唯一 确定 ,它们 是 110,10,1}):{5,5,2},{2,2,5}), 1 
1;10} ;以 及 改变 次 序 , 共 有 3. 4 二 12 组 解 ;(iii) 三 个 两 两 不 等 ， 
任 取 三 个 不 等 的 均 可 ,它们 {10,5,2),{10,5,1}, {110,2,]},1{5 
2,1} 及 改变 次 序 , 共 有 6， 4 二 24 组 解 . 把 每 个 数 都 乘 10 就 是 原 问 
题 的 解 , 共 有 36 组 解 . 

11. 设 d= 二 人 fmm). A 一 a 一 BB 一 am 一 上 ,a 一 襄 ). 量 风 ， 
AIBE, 不 妨 设 4 二 rr 一 py1X>0,y 六 0( 必 要 时 mm 和 可 交换 位 
置 7. 


2 一 CN 一 六 
ar pb™ bilav— b+ Aa", 
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所 以 , 吾 |4a2 ,由 此 改 (Ca,5 一 1 推出 吾 |4. 

13. a= fard = pth, (tasb )=1, 

(Cap plipaish)— plpb) op,p’. 
(Cab)—plalp hb) = pp 0)—p,p’, pi. 
(a bpi(lal, phi)— pila p)— pp, pi. 

14. (0 不 成 并 .如 4 二 5 二 1 ,cc 二 2. 

QD 成 六. (Casb ec) = (tap) ma c= ac) oo (a,b). 

Ci) 不 成 并 .4d 一 4,4 一 4,6 一 2. 

Cv) 成 立 . 因为 at], 利用 例 9 或 例 10. 

(v) 不 成 并 .4 一 8,86 一 44. 

Cv) 成 江 . 邮 例 9 或 例 10. 

(viiy 成 立 . [a ,B] 一 a:b?/ (a ,6 ab * ab/ ta ,最 后 一 步 
用 到 了 例 10. 

(viii) 成 立 , 利 用 (vii)， 

《ix> 成 立 .利用 例 10. 《ez ,ab,5) 一 (Cat),ap}y 二 ((a,bY?, 
全 由 = (a.6) = (a py, 

(x) 成 闻 , (a be} 一 (Cab ac) ={ (ab), Cac)). 

(xi) 不 成 立 . d 一 5,4 一 2， 

(Xl) 成 全 .a 一 1] 一 (a: 一 1]1) (ta: 十 1). 

15， 利 用例 9. 

16， 设 zo=ad/e, (c,d) =1.WWel|d. 

17. a 二 (dadab/nyyaldab/n, 所 Ln|dsb, 因 市 有 a= (da， 
oa nD) =atd db/n}y td adb/in)=1,A dn,d)—n. 由 nt pnlab 
排出 4 计 1. 由 wb,n 二 a 推出 (xn,5) 于 1， 由 此 太 atn,B)= 二 nn 推出 必 
二 nA, 这 结论 表明 有 所 说 性 质 的 一定 不 是 素数 . 

18. 《1 (Asa = td a td/ (da) ba/(d ra) 一 af， 
a) B=(d,a) (db): Gi) 利用 (i)}. 

19,. Sf (alt = (aas | dass 0,) = (Eas, 
Gray rar |). 
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20. GY [aspse |=[Lase le l= Lab ta b) ,el] 

=abc/ (tab, Ca bce): 

(ii) 由 条 件 可 得 (aa,pcvca) 一 1. 用 G). 

21. [fa yac) |= (Cab ta cd (tad, ar mab) tn, 
caped. aspsec)) = abc/ (Bc) = (tap.be,ca)i (th,e). 再 利 
用 定理 12 和 定理 1. 

22. [Lastp cy =ath ed/ taped). (lapls blese l= Cab/ta, 
pac/tae) 一 aaspcyealrtabsc) 再 利用 定理 12 和 定理 1. 

23. 显 见 只 要 考虑 21 mr. 设 m 的 最 小 素 因 数 是 户 , 必 有 户 计 2， 
因此 ,p12” 一 1,p12* 1! 一 1; 进 市 有 pl2™* 一]. 出 p 是 避 的 最 小 
素 因 数 知 ,Cm,p 一 1) 二 1 ,推出 p11, 节 盾 . 

24， 不 妨 设 (as ao 一 (5 一 1. 用 反 证 法 . 若 忆 一 
(cwico)1l, 则 有 素数 户 &. 设 己方 分 别 是 pt ai,pt 5 的 最 
大 指标 , 即 plavi>iorp151j 祈 jp: 我 位 有 cn 一 入， ab. 国 


i 
此 ,推测 plai&, ,这 和 假设 矛盾 . 
25, 设 c< 是 产 的 最 天正 除 数 使 得 (ca) 王 1 证 明 ke 十 各 加) 一 
1. 设 d= 二 tatBeyny) ;由 (ayBc) 一 1 dia 十 Be 推出 (ya 二 (dbc) 一 
1 ,由 此 玉芝 | 和 | 天 推出 dc 六 .由 于 kayec) 一 1 所 以 由 < 的 最 大 
性 推出 4 二 1. 
26， 不 妨 设 (tay5) 二 11a 六 Bb, 若 ar 一 所 1a" 十 太 , 则 a" -67|2. 


习 题 五 


1. 推论 3. 
2. 若 记 pg;: 则 papbcad. 因而 证 全 少 整 除 ac ,bd 中 的 一 个 ， 
由 此 及 p*|ae 十 Ba 即 得 p'|ac,p* .bd. 
3， 利用 推论 3 或 例 1 中 的 证 法 ， 
4. OG) n= pps, pp Tn} = at1} (Ca,+1)= 6. 
必 有 二 1 一 2; 或 抽 二 2,4s 二 1. 所 以 最 小 nn 一 2*，3' 二 12， 
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Gi 和 (0 同 第 5 题 . 证 kiii) 时 注意 定理 2. 
. 利用 5 式 67), 式 (58) 证 .或 利用 定 交 证 . 
， 利 用 式 (2). 
. 利用 推论 3. 推 论 4, 及 组 合 公 式 ， 
.加 上 题 方法 . 
号 ， 此 于 一 科 一 (人 的 天 法 个 数 为 了 .由 和 一 (Cr 一 y)。 
{ry 十 社工 一 yy 知 了 一 于 的 不 超过 ~ 的 正 除数 个 数 . 
10. 车 11ogslD0= 二 a/by Cap 二 1a 守 1,5 于 1. 2 一 25 这 不 可 


i 


能 . 


J]. Bi/a=[b/ajAt+ ip/a)y b=/ajadt tibeta: 这 给 出 了 带 杂 数 
除法 C3 3 定理 1) 的 一 个 新 证 明 . 

2. bia—=2bia. bram|26b/al— lea {i272) CO— 15/a}. 并 利 
有 一 1/2 守 127) 一 17} 之 1/2. 

3 {zy} 与 {x}{y) 之 癌 大 于 .等 于 、 小 于 均 可 能 出 现 . 

4. 原 式 等 价 于 [L172 十 4z 门 一 [21z 门 .然后 对 1z} 分 情形 过 
论 . 

5， 不 妨 设 0 所 z+ 之 1, 必 有 整数 ,0 三 寺 n 一 1 使 /之 之 
下 十 1) 7n. 这样 , 努 让 等 式 两 边 均等 天 &, 第 4 题 是 本 题 的 特例 . 

&， 用 带 余 数 队 法 . 

7 了 .利用 定理 1 工 的 Civ7 和 (5v)， 

9. 0) 利用 第 4 题 , 定 理 10Gv). 当 a 一 8 一 1/4 时 第 个 不 等 
式 不 成 立 ， 

《ii) 充分 性 即 00). 当 mm 过 nn 时, 取 &a 一 8 一 17(m 十 x 十 1) ;不 等 
式 斌 不 成 江 ; 当 束 半 nH 时 设 光 一 十 7. 若 rr 一 0;, 则 取 a 一 8 二 
1/ C2n) ,MM 2);H om=P= (R11)/(Rn), 21k, 基 rr 站 0, 了 a=p 
—=&k/im, 

10. (0) 所 有 系数 xz; (00 满足 217x} 过 1 的 实数 ;G1) 1 短工 所 
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12711;fv) 1107/11 所 xz 之 1; Cv) 原 式 等 价 十 2Lr 一 172] 一 上 L20z 一 
1723]; 由 5ii) 知 是 满足 247 一 172)<1 的 实数 x ,本 满足 1/2 扩 x} 
一 1 的 实数 x. 


t1. 利用 定理 1 (Civ). 


12. 用例 1 的 方法 ,并 注意 图 形 的 对 称 性 . 
13， 问 上 题 方 法 . 


i4. 用 例 1 的 方法 ,及 图 形 的 对 称 性 . 求 邮 的 近似 会 式 时 以 
Cs 和 代 [C/sj. 由 得 的 近似 公式 为 


CF) ls LCMEC > l/s. 


[ 羽生 

由 6 得 的 近似 公式 为 

2C > 1 一 C 一 2 CC 一 MsS2C 人 1 一 C 二 2、AC 一 1. 
J 1 

用 你 


道 的 办 法 去 计算 公式 中 的 级 数 的 渐 近 公式 . 
可 题 七 


1. 2°"° | 623! 328 | 623! 65 623 1 ,1223 | 623 1 ， 

70 2 | 623 41。 

2， 即 求 10 整除 1201 的 最 高 次 特 ,也 就 是 5 整除 1201 的 最 高 
深究. 所 以 有 28 个 零 . 


3. 235 e711 +*13 17*19*23*+ 29+ 31. 


4. (i) p=2 时 ,e 一 n 十 祖 y[n/27],p 之 2 时 ， 
e 一 > jn pls 


(ii pO—28 /0,.p>2 时 了 一 > [2n/ p71 — La/ ]). 

5， 用 例 3 的 方 潜 . 

.利用 例 3 及 以 下 结论 : 
为 整数 , 则 6 必 为 整数 . 


8. 利用 第 4 题 6G) 及 第 ?7 题 ， 
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设 人 ta ,5 一 1,p 是 室 数 . 行 apsap 均 


9， 利 用 习题 六 第 9 题 (1)， 

11. 利用 习题 五 第 1 题 的 方法 ,分 产 |6, 让 | 训 两 种 情形 ,并 注 
总 以 下 结论 : 设 (8,c) 二 1yc|n!ty 则 clata 十 PCa 二 286) ta Cn- 
1)6). 

12. 要 证 对 任 . -素数 户 , 有 

Zam/ pn 2 im/p’ tt > nip. 
设 吉 二 picyptl ec. 当时 ,Lp /pp j= mp ji1 当 jt 时 , 设 滩 
二 gj 十 js0< 之 rj 之 pi 一 1. 我 们 有 
[nm p’ =ng;t Enri/p;y =n Lm 大] 十 [nt p’}]. 
由 此 及 {mi/p 站 一 {ci/pr 人 写 1/p 推出 
nm/p’ jn 2 Lm p+ bn/p’}. 


ji jt 


合 起 来 即 得 所 要 结果 . 本 题 用 排列 组 合法 证 简单 . 
习 题 八 


1. Cy 了 1 一 2 十 Sa 一 1 一 3 
ci) 无 解 . 43|1 (903,731),431 ]106 1 
cli) 1 一 177 呈 十 二 09 2 一 266 十 1402z。 
2,. C1) yi 一 了 十 3 一 一 5 十 3 一 5 一 人 
(0) 令 37 十 5zrz 一 9%ly3zs 一 2 一 2 原 方 程 变 为 2y1 一 ?Ys 一 
1. 一 4 十 7s ,ys 一 1 十 25. 进而 得 
Xl 二 29 十 St 一 各 十 li4s 十 5f Ts 一 一 ¥1 一 3 一 一 4 一 7s 一 3t， 
式 ; 二 Y 二 2 二 1 十 25 十 2u8， 4 一 32 十 3 一 1 十 2 十 338。 
3. fi zi 一 3 十 795g7r 一 一 1 一 35 进而 得 295* 十 10za 一 一 3 一 
3 十 1 人 ty 一 一 日 一 2 一 24 十 70E 一 一 10 一 30ti 
C1 人 1 一 工本 6 一 111 一 7 一 一 16 十 富 
(iii) 上 先 得 zs 十 3x: 一 150, 解 出 xz; 一 3t,zx4 一 50 一 ;进而 得 zx; 一 
5 一 3 一 车 
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4. i) 和 23730 一 下 ai 十 下 as 下 as (Cas ds) 一 (asyas) 一 
Caardi) =—1a21 a8 一 1, 由 30 一 2*3，5 扼 可 设 41 一 2,4z 一 
3a4 55.1936 106: 十 1 一 23.23730 一 172 一 173 十 375， 

(ii) 23730 一 say5 十 casy6.a=-3:as 一 1. 两 题 均 可 有 别 的 解 ,但 
(中 的 一 个 分 母 是 唯一 的 ， 

5S. C1) 41 一 4 十 7r:ry 一 3 一 5 1 一 4 一 全 

(i) 2 一 St 一 41 一 红 . 全 部 正解 是 由 上 一 1.2.3,4,5 给 出 ; 
非 质 解 再 加 .上 上 一 0 

6. zl 一 71,xz 一 22. 里 然 68893 之 63* 11090, 但 仍 有 壬 解 . 

8， 设 zc, 21 江 为 一 组 特 解 ,任意 -组 解 rrayrs 必 满 足 
dat CEO— A a Om— aa OO 一 0 因此 ya | 一 民 !?， 
as | zz 一 34 一 xs 时 有 有 一 i 十 cat 一 342 十 Gastsyrs 一 代 十 
aatanti 十 刀 十 ;一 0, 若 有 非 负 解 ,那么 , 当 zx ,rs 取 最 小 非 贰 值 时 ， 
3 的 值 必 为 非 贰 .所 以 取 各 2 使 0 持 一 十 Qt 入 Qs -1,0 
和 一 3 二 assis 一 1 得 到 asasfci 十 GaD2c 一 2aiasas 十 Ga321 二 
aiai 由 此 就 推出 当 ce 全 2aiesas 一 ca 一 as 一 El 时 :xi 一 上 ,是 
卜 有 非 负 解 . 当 c 一 2aeses -ae 一 cores 一 esel 时 ,和 芷 有 非 夺 解 ri， 
atss 刚 esesgxi 十 1 十 esaifzs 十 17 十 aolzy 二 1 一 2aiasas 由 此 
推出 ai 12 十 1 衬 ayaz|lzs 二 1 祈 ezvras|zsl 1 空 aa 这 各 荆 式 政司 . 

8. (C1) 44015507 25.2,4;24,4.3;23,.6.2;22,8,1. 


习 题 九 


1. (iy 本 原 的 有 : i115.8,]7},115,112,113), 非 本 原 的 有 : 
115,36,39),{15.20.25},19,12.15}; Ci 无 本 库 的 , 非 本 诛 的 有 : 
{122,120,122); (iii) 无 本 原 的 , 非 本 序 的 有 : 114,48,50}), 130,40， 
507,{50,120,130} ,150,624,6261. 

2， Ciy 2 或 4|n 时 有 和 解 ; (ii 2 或 8 时 有 本 原 解 .通过 
计 论 二 二 na9 一 二 1 十 3 一 48232 | 吉 十 ns; 得 到 六 程 的 解 . 

4. (i) 1105=:5，]13，17.5 一 2 十 12,13 一 3222 172 一 4 十 
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“进而 利用 第 3 题 人 得 :5，13 一 8 生 十 12--72 十 42456 。17 一 92 上 2 
一 于 十 全,13。17 一 143 二 5 一 1 十 102 5 13。17 一 332 十 4 一 
32 二 一 31 二 127 24 二 235. 由 此 ,对 xz 二 3105 确定 式 (9) 和 (10) 
中 的 ,rss 就 可 得 伸 全 部 要 求 的 本 原 与 非 本 原 商 高 一 贡 形 . 

s， 利 肌 第 > 是 

看 ， 刘 .ws 利 趟 46) 及 式 (7) 给 是 访 攻 为 .yds 的 商 襄 
二 有 多 展 的 面积 -=estr- 一 str 5 以 二 一 78,360 去 试 算 , 可 知 
没 友 这 样 的 二 组 形 . 

7， 太 有 21 21 之 .下 2]y. 所 以 方程 室 为 22087272 一 (7 

“<x 十 72. 然后 , 按 定 硅 2 - 样 计 论 . 

8. zz 足 方 各 61 的 瑟 约 解 .进而 利用 公式 (66), 077 讨论 
2 的 解 ， 

9 32 二 3 zz 工人 有 有 是 公有 -一 个 成 并 ,(z 一 .x1z 十 Xx) 二 1 
或 2. 把 上 广 得 写 汶 v= Co 二 一) yz) (ze 
3 然后 仿照 泪 理 2 .一样 计 论 ， 

10.， 和 若 之 ,y x 是 上 下 解 , 册 /ry YY) :Ty 是 
方程 (41) 的 本 原 解 . 

11. 01) 若 有 解 x voyzi 则 如 有 组 了 是 王 率 的 水 解 | yy， 


(ii 说 massl 是 上 有 两 两 互 素 的 正解 中 使 得 vy 为 最 小 的 . 
利 图 (Cis: 一 T2722 二 12) 一 1 和 仿 申 定 理 4 -- 样 讨论 (本 题解 
法 很 名 ,也 可 设 = 是 最 小 的 ). 

12. 仿照 定理 4 让 ， 

13. 利用 定理 2, 去 推 击 并 盾 . 

14.， 由 此 题 知 ,以 上 三 题 只 要 直接 矢 证 -一 个 

15. 和 若 有 解 , 则 利用 定理 2 可 推出 第 11 题 有 zy 之 0 的 解 . 


习 题 十 


1. 当 吉 宇 5,2m//3<p 扣 mm Hatp,2m) — 2a( pm) Oo— Oa(lp, 
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2zzz — 2at pr). 

2. xrty) 等 六 不 超 过 的 奇数 的 个 数 与 奇 合 数 个 数 之 着 . 

3 假设 5 过 人 守 3) 时 辣 论 成 立 , 当 n 一 上 为 素数 时 , 设 二 二 
2 十 1, 利用 山 纳 假设 ，>, 1np 过 C21n2) (6 二 1) ,及 


pA l 
Jl 2 | 1 | 02. 


由 4: 记 守 :2 一 1 


4. 利用 式 (3) ,第 1 题 . 第 2 题 .第 3 题 , 及 对 虹 的 重 精 确 的 下 
异 人 导 计 : M2 C2). 
5， 当 三 128 时 直接 验证 . 站 天 衬 128 时 ,由 上 题 持 出. 


习题 十 一 
1， 根据 定 必 证 ， 
2， 利 用 算术 基本 定理 . 
3. CCFC TA 1)= fA} 1. 
4 Er srt} 1 那么 ,有 一 Ai 一 At 一 


所 以 Pet 是 积 性 的 .三 1 时 ,至 见 Ps 关 1 是 完全 积 性 的 ; 符 
Pitn) 是 完全 积 性 的 , 则 必 有 外 二 1. 如 不 然 ,& 六 1， 则 有 1 二 PC2% 
一 PC2) P92) Pi(2) 一 人 ,并 盾 , 若 #= 二 my 则 (r 一 工大 一 1 一 
ps 一 有 Pn) 
一 Lo] 一 一 二. 

S$， 设 ftnaiya) 一 1 一 Pa 那么 有 大 于 1 的 点 次 方 因数 的 
充 要 条 件 是 六 或 有 大 于 1 的 下 次 方 网 长 ,所 以 是 积 性 的 .有 一 1 
时 ; 显 见 人 QD) 一 [1;mj; 是 完全 积 性 的 . 辱 Qtn} 呈 完全 积 性 的 , 则 
QA(2D) 一 人 QC2)Qi(2 一 1 所 以 届 有 上 二 1. 

6， 度 Cyn2) 二 1]n 二 ne 慎 么 一 dw 的 弃 要 某 件 是 nl 
一 要 由 此 就 推出 
(是 积 性 . zt p” 02 等 于 布 定 方 程 z 十 十 和 一 ad 的 
解数 , 即 人 ae 十 ! 一 1)1 el (一 1)1). 
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7 并 但 题 让 用 各 性 .ry 二 
笠 一 一 上 -一 oor 记 0 且 不 能 同时 有 两 个 福 1 ,同上 此 等 于 
re Cp). 

8. 利 | 日 并 (15 


9. otn)—= | He pl, n= ph pr. 


看， 128. 
13， 直 接 求 闪 (2 一 1) 的 除数 和 ， 
14. 让 明光 有 4 上 一 1， 
1S5. 设 m2 m2 天 :1.2 一 GUO 一 (2 一 CD) 
访 otpi 一 匣 十 记得 天 ;一 (2 一 1 利用 上 题 .， 
16、 利 用 第 8 题 . 
17. 1 两 边 都 是 积 性 电 数 ,利用 定理 1 i 证; 
(ii 由 定义 推出 . 
18， 表 7 一 rmion on 无 太 于 1 的 下 沪 方 因数 ， 
人 AL 人 Ad 
| me 


习题 十 二 


1. rt2007—46, T0300 B82 ,T(t400) =78,7(500) = 95, 
Ado0)O—=109 .rt700) = 125,.7(18007) 二 139,7t900)=—154， 
x lO007 = 168, 


3. 一 ml 天 0 > F(ad) 一 > fd). 再 利用 引 理 1. 


和 和 .th 


4. G1) 出 $1] 定理 2 可 i 证: 


3 


[5 


er te) 二 = | ~ A Cp 1 | 人 Fs Cp ) | . 
1 " "| 3 "7 i 


这 里 n= pp; 
CD) Dred) 


1 i . 
“一 par pp! rt pr ) ， + | >， RE prartp, ) | ， 
I i 
S.C pep) .x 吓人 一- Ea 思 "p+ ni, a [i rt i. 
- 了 
8， 左 过 和 式 一 六 /wked) >y1, 再 交换 求 科 马 ， 


人 
9， 这 不 足 各 性 函数 ,下 接 用 定 印 16 计算 ,一 1 时 等 于 二 3 
4 二 pip 时、 二 
> { 12" 站 
总 1 人 1 此 re 四 


上 
村 


当 rp H 寸 ,天 一 ;1 无 解 ,H 必 , 是 于 ， 


ln pln ep.. 


习题 十 三 


1，fi 和 此 35 嫉 设 有 3 十 1 形式 的 末 [ 居 数 ; 

(iiy 谍 疡 是 过 的 最 太 系 因数 , 癌 产 3 那么 只 要 大 [7 上 友 于 泛 
有 pa 十 1 形式 的 率 因 数 , 就 有 p+1 en ,因而 cd 12 丰产 一 2， 
刚 41 好 ,那么 ,只 要 站 尾 42: 3 形式 的 索 数 ,就 有 41 gln). 

2， 上 为 当 于 轩 ,Cn ) 一 0 

3.，(i) 由 定 理 100. La: 与 mn 有 相间 的 泰 因数 ;ti) 利用 
定理 1 的 式 (2);(ii) 由 i) 椎 山 . 

4. 天 一 3 万 解 ;二 1 恰 在 两 解 : gt2) 一 g(1) 一 1. 国 为 219g(n0， 
nn 之 3; 下 二 2 怡 有 二 解 : F806) 二 p01) 一 gx(3) 二 ?2, 因 为 这 财 n 只 能 有 
小 末 5 的 素 因 数 ;k 一 4 恰 有 四 和 解 : w(t12)= 一 (10) 二 8) 一 (5) 一 
4: 因 为 这 时 = 只 能 有 小 于 7 的 紊 因数 {利用 式 522)， 
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5， 当 机 时 ,xr 公 可 能 有 2.3.5,7.13 作为 其 素 因 数 . 讼 
nn 一 24435%7% 3 可 算 几 :nm 一 13 3.13 3 2 13*2.7。5.7，。 
3。 2 7 ， yo 2 2 : 

6， 一 要 从 mee) 一 ng 推出 上 二 总 设 几 一 区 一 
pr p> p> 下 和 有 5) 依 过 证 有 明 ，; OO 

7 了， 由 第 3 是 Ciiy 挫 出. 

8 fi 由 #672) 的 定义 推出 . 


(ii) De. "一 全 > Ce sn)), 


i 


Gii) 和 时 等 末 1. nn 守 ] 
It 
Bi 正 ， 当 gr 一 1 Dj ， 
~) 人 DT ZA pn cA) 


由 Setd 了 GPS 3， 


a, Ty 


由 此 及 


Sl auntdyp pr /Di 
人 < 了? 


即 得 所 要 结论 ， 
9. 右边 和 式 二 De” 这 AGE) ,再 交换 求 和 号 . 


此 【cl 
10. 设 mmnod av oT] mod 一 
Cairmz) 一 1, 因 计 丁 定理 敌 ; 4 一 ny lnzscdi 于 m1 ndisd 遍历 模 n 的 
完全 剩余 系 的 充 要 条 件 是 ai .ca 分 别 遍 万 异 ,ns 的 完全 剩余 系 . 
一 1 的 充 此 条 件 足 (ay 一 (dzrzz) 一 1 二 1? 一 1 的 爷 
要 条 件 是 te 一 1,n=tes 二 in 一 1. 这 就 证 明了 Fa 是 积 性 
的 . 显 见 pp 一 pC(1 一 2/p). 


习 题 十 
1 Fin) = Dad) ,Film) = > (12) 一 谊 , > f(o) ,交换 
本 1r nlm 证 | 
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号 - 
2， 了 王 接 验 让 , 利 由 站 题 一 第 18 题 ， 
3 DA) =2 ,Dp pd 一 1, 当 #4 一 1; 一 0; 当 


| i 
= 户 或 pa 二 一 1 六 7 ,其 
| “ ] 。 2 一 1]， 
Dad) pid) -1 ， = pi pt, 
“” DD. 其 他 . 


4 设 一 pp P(t) 一 上 0D 十 [Lai8]). 上 再 设 Pfr) 一 
| rr 1 
1 rr 一 由 Er rl or or 2. 
Sa/ DP = THe [e/a * &). 


CE 


当下 一 2 和 a2[La/2)—0.2|a;1 .21 a. 由 此 就 推出 这 时 的 Mabius 
道 变换 是 4C(n) 二 《一 1)”". 
S， 设 于 一 产 1 人 Qi 一 上 [1 二 mintwe 一 1 


jd Rad) CO— 了 (QP YO— ap 1)) 


可 


-| + 二 下， 
0 其 他 的 ni 汪 1. 
6 ti) (nCO—= > .-， 人 ， >、 pc 二 SoCnay 
1 可 日 


,Sin 1 


i 


zt 六 男 - 一 证 法 尽 


和 9 之 > 1 


可 |n 1] 
Le ,ee 

-0 

de 1 过半] 二 
了 人 CD 他/ 人 人 CO 之 

二 | 好 | 严 ld bla 

一 人 > 天 Sc) . 

RR + |i 
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“ii 由 全 6 的 积 性 持 出 ， 
7. (i) 利用 上 题 方 法 ,由 30 一 2 人 > 人， 产 ,或 人 Se 


全 
3 
Tu. 
| 
| 一 
A 
Ej 


—2>4 3 Fl > at] ,期 可 推出 ， 


< 一 fl’ 


Ci) 当 >1 时 ， 
ST OI > nd)Sin/d) 


| 
=— Pp 2 tat 2d)) =p /2; 
| 
SF C= > nd) Sn/d) 
ul 


= > na 2 ta 3d) +d/ (6n)) 


|n 


= /3 (160) | [0 mp). 


Fln 
8. 和 定理 1 的 论证 相间 . 
9， 无 论 按 术 样 的 次 序 作 善 积 站 * 所 er¥ 所 , 必 有 
Cfix fo >, fav- f(ad). 
要 


dn 


10， 主 接 验 证 ,或 利用 定理 2, 或 利用 卷 积 性质 推导 . 例 旭 : 册 
0 一 Civ7? 可 推出 oo 一 UU * 二 Dx (CU x) 一 ?BCv) 上 成立 . 

11. 利用 曙 纳 法 证 存在 性 总 瞧 性. 

12. 用 归纳 法 ,及 当 (Cnn) 一 l,m 之 1 Rn 关 1 时 ,jg 一 /!, 有 

0 = /el Ss =glmmn) + >, > fa del 2 | 


ulm dg 
cc 2 


13. 利用 上 题 . 卷 积 性 质 , 及 定理 ? 

14. 《ii 由 第 10 题 G)， iiy 推 出 :iii E770Q) 一 1,E!1(p) 
—— pp,E (pp)—O0a2,8 EuE;(iv) oo !— px FE-!, 
opIO—E Ip) EITP Do pl amlypa—m20,a > 2. 
=U Eg pO politv) A mp, 

1S， 由 上 题 (i) ,利用 归纳 法 推出 必要 性 . 充分 性 亦 由 上 题 (Gi) 

307 


各 G0) ,利用 归纳 法 推出 ， 
16，(i) 直接 验证 (fe x* Cfe) 1 一 了) 在 (中 取 g==U'， 
17， 此 要 性 姑 上 题 6Gii) ,充分 性 同 第 15 题 的 充分 性 . 
19. (13 利用 式 (6) ;0Gi) 利用 第 18 是 Gi) ;ftii) 由 (i) 可 得 
InC2zz)1 —2nn) a > C1 (mE) 


丰富 空 


iw) 利用 5iiiy 10 的 式 (9) 利 式 , 及 10 定理 1 的 证 明 方 


习题 十 五 


1，(i) 不 成 立 . 六 二 7? (mod 8) ,5 天 7Cmod 8); Gi 不 成 立 , 例 
她 Ci) 5 天 十 7Cmod 8); (CH) 不 成 立 .5 一 36mod 8).25 半 
5frmoqd 64); Ciy) 成 站 ,因为 21 一 5 一 一 212x 十 ov) 成 立 .因为 
pllia-ptate), pt Ca—bsadtB) 2a vi) 成 立 .利用 性 质 
Wmod ml eeh (mod mieca' !=ch tite 
DENIod p11). 

2. 二 十 2 十 -一 Cm 一 1 十 J" 二 2 十 《1 十 《oa 一 二) 十 二 
mod mH21 mm; 二 Cammod ry 当 2?2 避 当 2?211mw 或 4i7m 人 
陀 , 当 2324 时 不 成 立 . 

4. iy 6 Ciiy 22 41mod 100). 2 二 20 二 2 兰 
Thtmod 100), 786; (ii) 9 e001" (mod 100),9 
(10 1) 二 9(mod 10) ,所 以 ,9 二 9 三 一 11 寺 89(mod 100), 末 两 
位 数 为 89. 9” 二 9 二 9 二 89 (mod 100) , 末 两 位 数 也 是 89; (iv) 
TO Cw) 6, 

5. (Ci) 一 25011 —3., 

7. HEE0Cmod 2) esnSE0, 27,468; 或 0mod 12737 到 站 
{mod 3)< »H=0,3,6; 或 9tmod 12);n 三 1] (mod 4) 二 >n 三 1 ,3， 
或 9(tmod 12) yn 三 5(mod 和 一 nn 三 5 或 ll1(mod 12); 以 忆 了 = 了 
{mod 12) 本 和 吴 . 
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8. 用 例 + 的 方法 证 . 

9%. 吞 asBre 满足 要 求 , 则 对 任意 庆 宇 1,ka,&6,ke 也 满足 ,所 
以 ,可 先 设 (ac 一 1 ,及 1 之 4a 所 5 入 ce, 由 此 及 cla 一 5 椎 出 a 一 5， 
进而 由 az 总 fa,pory 一 1 推出 a 一 5 一 1], 所 以 :上 所 有 租 汶 {11,1yc},e 
为 任意 止 整数 . 

10. 由 寺 4 和 倒 Cii} 推 出 . 

11， 第 一 部 分 利用 多 项 式 除法 ,用 归纳 法 证 明 . 由 此 推出 第 二 
部 分 中 的 各 个 结论 ,最 后 一 个 结论 (d) 要 通过 比较 式 (a) 两 边 zx》 
的 系数 推出 . 

12， 设 《一 1 一 站 十 1》 一 了 1 十 rr 
(一 1 由 此 及 第 1]1 题 (a),(c) 推 出 | 《ras 企 上 式 中 
售 z 一 疡 * 由 此 即 得 瑚 |。 >, 这 就 是 要 证 的 络 论 ， 

习题 十 六 

1 《111.3, 13.5, 15，7，17:， 9 0,10,2,12,4,14,6,16. 
8:tiii) 由 式 547 知 不 能 ;Civ) 由 式 (4) 推 出 . 

2. 国产 二 to 一 (mod mm). 

3. 利用 式 (5). 

4， 利 用 盒子 原理 , 必 有 两 数 属 于 同一 剩余 类 . 

sS， 当 za 是 情 数 时 ,以 1 mod mp;2 mod m 为 一 组 ,3 mod m， 
4mod 区 为 一 组 ,… ,Cm 一 1) mod mm mod 天 为 一 组 ,把 六 个 翻 
余 类 两 两 分 组 . 这 样 , 任 取 [my/2] 十 1 个 数 , 必 有 疝 个 数 在 同一 组 
中 :所 以 结论 成 立 ， 

当天 为 末 数 时 ,以 1mod m 为 单独 一 组 ,2mod 天 ,3mod xm 为 
组 一 mod mym mod oa 为 一 组 ,把 天 个 翻 余 类 分 为 
Lm/i2j] 一 1 组 . 当 有 两 数 属 于 后 面 的 [my2] 组 的 某 - -组 时 ,结论 成 
立 . 不然 , 必 是 … 个 数 属 于 1med m,; 及 其 他 各 组 中 各 有 一 数 . 若 结 
论 不 成 立 , 则 其 他 各 数 必 是 依 深 局 了 3mod 站 .5mod 和 (一 
2 mod nr,mmod mm. 但 属于 1mod zm 和 srwmod m 的 两 数 之 差 履 于 

过 总 二 


] mod pa 


6. 0) 1 mod 5 = \ C1 -FF SFr) mod 15; 


自古 


ii) 6mod 10 一 UU) (6 十 1or) mod 120; 


rm 11 


Ciiiy 6 mod 10 = UU (6 + 10r) mod 80. 


了 . (Conn 2 1 31 一 2 一 3 当 引 一 2. 当 (2 一 1， 
一 0) 二 1] 时 ,最 少 属 于 1 个 模 a 一 2 的 剩余 类 ; 当 (2n 一 1,n 一 2) 二 
3 上 .最少 属 十 3 个 模 ”一 2 的 剩余 类 ,一 般 最 少 属 于 (大 ,mm) 个 模 
71 | 的 镜 作 类 ， 

10， 漠 才 常 9 

11. (a .od 1 | 则 必 有 (a 这 二 此 外 ,在 4 个 向 名 整数 中 
本 起 不 互 素 的 数 有 区 -gf 个 ,所 已 到 一 DD 字 (nd) (dd 一 gd). 


12. 《ii 和 去 一 3 > 二 ， 


(ii) 和 式 一 > 

13. 下 1 过 1 各 4 ,5 二 3 十 47.1 迄 7 所 5 即 可 使 (1) 友 
C1) 守 成 全 ， 

14. (i) 成立. 取 第 13 是 给 出 的 完全 剩余 系 中 的 既 约 剩余 系 
RH 7. 


(iiy 不 成 立 . 因为 这 时 几 有 (rsiy207? 一 1. 当 1) 定 异 4 的 妇 约 
剩余 系 时 ,对 任 - - 男 定 的 ,由 (sd4)=1 可 推出 {fr 十 sj,} 中 必 有 
数 和 4 不 既 约 (利用 式 (9)), 但 可 以 单独 要 求 六 + 是 模 20 的 婚 
约 镜 余 系 . 这 只 要 取 7 二 5i7,5; 一 47 加 可 . 

习题 十 七 
1 一 1.2 + 3 ,01,P20. 
2， 利 月 15 性 质 信 ,$$ 17 定理 4, 式 (12), 太 例 1. 


3 fi 若 pja;y 则 pr lartrm 一 a'; 若 p12; 则 pla” 一 1, 进 
当 工 心 


内 关 r ee 一 1 若 遍 了 cz 则 由 人知 可 ea 一 1 进而 有 天 | 
a pjla, 和 由 澡 一 pm) pr 1a, 
也 得 到 are 一 crestii 从 (的 讨论 可 推出 ， 

4， 由 315 性 质 ? 太 $17 定 硅 推 出 . 

$5， 访 zy 一 et 十 -十 并 天 (一 (ON 二 
十 十 a 十 p(x) Ah(tr) 是 乏 系 数 儿 项 式 . 进而 由 Fermat 小 址 
理 得 (f(r0)? 一 asCe*2" a 100” ta phetr)—= fr) 1 
Pp* Pazfz) mitr) 是 整 系 数 和 多 项 式 . 

6. (0) 让 有 (oa) 一 1,9|a? 1 一 1 因而 了 la22 一 1. 各 
[pc 一 1) 一 1 刚 cla 1; 荐 (pg.9 C1)=p, 则 gl (tmod 2p); 
as 一 1 并 注音 ga 一 1 

(i) 设 * 是 给 定 的 正 整 数 , 取 a 一 2* , 设 g 是 (a? 一 1)/(a 一 1) 
的 误 除 数 . 先 下 a 兰 1(mod gg}. 用 上 反 证 法 . 设 8 是 最 小 正 芝 数 使 得 
2 二]{mod qo). 证 是 dp’ . 和 进而 推出 plg—1. 以 上 论证 对 关 =2 也 
成 立 . 当 疡 全 2 于 ,gq 一 28p' 十 1; 当 p 二 2 时 ,gq 二 2 迄 十 1. 由 ;的 任意 
性 就 推出 所 要 结论 . 

7. 证 明 < 都 属于 这 算术 数列 ,一 0 1:2.… 

8， 必 有 oa=5gmod p). 


习题 十 扒 


ti. 利用 定理 1. 
2， 利 用 定理 1 ,Fermat 小 定型 ， 
3. pt aH+, 利 用 定理 1 及 Fermat 小 定理 ， 
4#. 用 所 证 法 . 利用 定理 2. 定理 3. 
s， 宙 上 题 推出 . 
1， 赴 一定 .如 对 模 & 可 取 : 站 一 一 3:r 一 一 1,r3 一 ]1,r 一 3， 
3 一 一 3 一 1 站 一 1 或 门 一 1 一 一 1 一 3 一 一 3. 
对 模 15 可 取 : 7; 依次 为 一 7 ,一 4 一 2 一 1,1,2,4,7: 中 依次 为 2， 
ClO. 
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7. 一 定 存 (Cr yan 一 1< 一 全 (ri 一 1 以 不 各 琉 约 的 7; 一 
定 是 同 不 和 m 婚约 的 x; 相 习 . 对 给 定 的 4d 六 1, 在 一 个 完全 剩余 系 
中 加 m* 的 最 大 公约 数 为 4 的 数 的 个 数 是 一 定 的 , 由 这 两 点 就 可 推 
呈 忒 质 ， 


习题 十 九 


1. (i El .5fmeod 7); ci) FEE],3;15.17tmod 28); 

Cll) zB —3.9l1lmod 28): 

Cv) 利用 天 二 rmod 引 ) 化 简 , 原 方程 室 鸭 ; 2.7 一 27’ 一 2 二 
09cmod 5), 无 解 . 

2. 原 方程 等 价 J] 4a(ez 十 5 二 ec) 王 (2ar 十 请 尖 十 4ac 一 凡生 
Dimod m}). 

3. p” 必 的 充 要 条 件 是 户 ”: 一 |a. 

看 ，220y 十 14nmaod 9), 

3. 0) 二 十 和 一 3 人 (mod 了) 

[i 2 一 2 本 DCmod 5); 


习题 二 十 


1. (1) x=3(mod 7); i) +3.8,13(tmod 13); 

Ciiy C20.,30) 二 101 4, 无 解 ; (iv) zx 二 62C(mod 105); 

cv) 三 一 ICmod 1597); 《YI 十 = 163tmod 9992. 

2. mm 一 [raja 十 a 1 和 a a 三 bmod 和 的 解 : 证 是 
a nt 二 mj mod mm 的 解 , 即 旦 ax- tnod m) 
的 解 . 反 过 来 不 一 定 对 . 要 (Lmiaj,m) 一 1 时 反 过 来 才 一 定 成 站. 

3. (i) m 一 23,4 一 6. 7 了 23/6j] 二 3,C(3,23) 二 1. 所 以 原 方程 等 价 
]j- 37 21a?mod ?3),. [23/5 |=4, 4.23)—1,3x=—8(tmod 
23),.12373] 一 7,(7.23)=1,.27r 和 lO0(tmod 237 ,+ 二 5 {mod 23). 

Gi) [1275 一 202,12) 一 2 所 以 不 要 用 这 方法 . 

4. ay 十 上 二 zxCmod nm) 懈 定 了 了 gC) 三 0Cmod w0) 的 和解 ymod ni 

导 半 忆 


£7 FrDOetrnod pz 的 艇 二 mod 六 之 则 的 一 一 对 应 . 

5. 本 To 是 ezr 拓 5(mod m) 的 一 解 . 取 和 一 (一 zoom 一 
ooTPEACG5D yoTEAa ii 一 0 十 1], 十 2: 就 给 出 了 古 
定 方程 的 解 . 

6 当 nD) 一 gz -有 于; 今 一 gyi (Cason). 我 们 有 


m—1 mi—1l m—1 mt 一 1 
Sn 2 

> pe 一 之 > 
A = +t 了 -证 

rm-- 1 Pay 一 1 

-pp > Pe 3mm pp 已 一 Thrhka i 
本 的 
= 1 
io, (a mn) = (med B. 
习题 二 十 一 
1. (1) x=4+1lly,1ly=—1l{mod 17},y=3(mod 17) ,> 三 


437trmod 187)., 

(11) 3m mG no 17 一。7 -11 三 
24mod 5),3M 1 Cmod mi). Mi=5*+7., 11=1 (mod 6), 
1 "34341104mod pz 一 5，6，11 三 1Vmod 7),1] 。 nf 三 
Emod ma 1 一 5，6-.7=:10mnod 11),1* M,=1(mod 117. 所 以 
= 7”11 ”2 二 5 7。1ll。1-5，6，11。3fmod5 。 昌 。 
7 了 7。 117. 

(1) 一 一 3 十 5y、15ys2(mod 17), y= 1]tmod 17) .7 王 
—8tmod 85).,. 7 一 一 8 77Cmod 1707， 

(iv) 无 解 . 第 二 ,第 二 两 个 方程 竹 盾 . 

2. (DD x limod 4) 2x ]{mod 5)12r=1 (mod 7). 得 
到 解 兴 zx 二 67 (mod 140); 

(2 Xl(mod 4},27--1(mod 5),37x=5(mod 7 2 三 
stmod 11). 得 到 解 x 三 557 (mod 1540)， 

3. 使 7x 十 1:==0Cmod 10)? 成 立 的 最 小 正 整 数 ,及 使 7z<= 王 0 三 
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Cmod 107 成 立 的 最 小 正 整 数 中 ,小 的 一 个 即 为 要 求 的 周 数 , 印 7 
局 后 可 在 星期 天 休 电 ， 

4 同上 题 方法 ,以 a; 代 记 j 

s.， 丰 两 两 既 约 时 不 成 立 ， 

8. (Ci) 涝 mi pi pin jk, mo Pi pr 0 Max (os). 
先 在 每 个 pm 中 保留 和 关中 同方 寨 的 那 此 素数 蛙 , 共 他 删 去 ,得 到 
mo: 若 pr 出 现在 两 个 或 是 个 以 上 的 加; 中 , 则 上 保留 最 小 指标 j: 
的 re; 中 的 这 . - 方 败 ,其 他 的 均 删 去 .这样 得 到 到 (1 各 7 所 ,这 侯 
m2; 就 满 是 要 求 ，; 

(ii) xz 二 a Cmod m7) 中 世 j 委 8 的 解 一 定西 XX 二 a, (moaod my tl 
< 的 解 , 且 均 对 模 癌 有 唯一 解 ,所 以 解 相 辣 . 

9. (Ci) r= 6lmod 13);y=—4tmod 13); (11) 无 解 ， 
(iY 三 23 一 1Cmod 7). 

11， (iD 一 21xy 十 91741 过 ?这 134zx; 取 任 一 模 13 的 完全 剩余 
条 ;ii) 设 一 234m2 一 2 一 37 Dm ns 
ma 一 吉 . 可 取 坟 二 Mz 十 MM 一 Mi 十 M1 人 17 之 23,zx 取 任 一 模 
23 的 完全 刹 余 系 . 

12. 2 r 为 mr 的 不 同 的 素 因 于 个 数 , 应 用 定理 5， 

习题 二 十 二 

1. Ci) 《一 82=119=11。155==-11，13 二 一 16，10 二 
-1tmod 537， -8 不 是 模 53 的 二 次 剩余 ;G1) 8* 二 8 "， 03) "二 8* 
14: 二 8。 5 二-.1(mod 67). 8 不 是 模 67 的 二 次 剩余 . 

2. riy 25 Ci 00 Ciiy O; (Civ) 0; Cy} 221 二 13*17，4 个 解 ， 
(vi 427 二 ?61. 无 解 . 

3， 若 i 十 av 尘 0Cmod 成 并 ; 则 人 党 有 1 vw. 志 而 有 三 
limod 访 ) 2 二 一 人 (mod py-. 

4， 由 验 件 5i 和 上 ii 知 模 产 的 全 部 二 次 剩余 均 属 于 Si. 由 条 件 
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和 4 其 中 的 元 和 票 个 数 不 会 少 二 Si 中 的 元 素 个 数 . 由 必 及 
定理 1 就 推出 所 要 结论 . 

5 4 07 利用 Wilson 定理 ;Gii) 却 求 1] 2 十 -十 (Cp 一 
120 对 模 pp 的 剩余 .用 平方 和 公式 ; Civ} 由 (ii 来 求 . 

6. 这 时 了 和 记 一 了 必 同 为 二 次 剩余 或 二 次 非 洞 余 , 1 过]<< 
一 1)22. 于 利用 定理 1， 


本题 二 十 三 

1 O11 1.1]. 

2. GD | 5 一 1， 有 和 解 ; G1) 511=- - 73, | 元 | 一 -1, 尤 解 ; 
Gi) 9 一 ?7 .13.| 卫 1 一 1 二 8|=- ,| a 一 | -| 一 一 1. 有 解 ， 
(iv) 6193 一 11 。563， iad- -1 匹敌 

3 (1 丰 一 1Cmod 6)3 (i) pl {mod 123 (iii) 户 三 
mod 1225 (iv) p= —1(mod 12); (vy) p= — 5 (mod 12273 twi) 
C1900) 一 3 的 来 因数 p 寺 十](mod 12). 1002 一 3 一 13 。769; 1502 十 
3 的 康 因 数 二] Cmod 6) ,及 记 一 3.1502 十 3 一 3 。13 。577. 

4. p= 二 7tmod 24). 

5. (C1) pimod 5); (1) p=1,3,7,9tmod 202; Clii) 
121 5 2 36593 12]7-1-5—= 14646 2 。3 。2441;822 5， 
11 一 7329 一 3 7 + 349;82°-—5+ 11:=6119—29*. 211;273: 二 5. 
1 一 2，37567.2732 一 5。，112 一 22 .18481; (iv) 由 (iD 和 fiiy 向 不 
可 解 ， 

6. xn 二 13 

7 (i) 让 妇 一 1 形式 的 素数 有 无 闪 多 个 ,利用 (pj…p,)? 一 2， 
证 8 十 3 形式 的 案 数 有 无 穷 多 个 ,利用 (pi…p,) 十 2; 证 8 一 3 形 
陈 的 系数 有 无 穷 才 个 ,利用 4Cp1…p,)? 十 1; 

ii 依次 利用 3Cp4…p 六 二 113Cpi pi 十 1C 和 3 弥 十 1 形式 
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同 》 ,4Cpi pr 二 3 pi 一 Lp"pr 几 十 1( 利 用 第 56 题 ); 

ciiiy 利用 第 5 题 (), 丰 考虑 52 一 1 证 明 108 一 1 形式 的 
素数 有 无 穷 多 个 . 

8 只 要 证 4 为 素数 时 成 这 . 

9. 十 4 一 Cz 一 1 二 (Cz 十 1 十 12. 

10，) 由 定 埋 3 推出; Ci) 2 一 1 一 《2 一 1)521 十 1) 二 
OCmod 23),23 三 一 1 (mod 8)， 所 以 2 十 1 闫 0tmod 23), 入 两 个 同 
样 证 明 ; iiiy 竺 求 出 使 | | 二 1 的 全 体 素 数 pp, 并 利用 2”? 一 1 圭 
tmod 2 万 十 ] 7 站 mod 8)， 

11. 利用 定 于 3, 定 理 1 证 必要 性 .证 充分 性 利用 :; p 是 使 2 
二 1 (mod 2p3 1 上 成立 的 最 小 正 整 数 , 太 glm}) 的 性 庄 ， 

12. (i) 


(i) 仿照 例 3 中 直接 用 引 理 2 证 ! 1 的 方法 ， 


13. 因为 | 之 1--| | 


日， 上 

44. (Ci) 用 眠 证 法 . 苦 妆 2.4a 二 1]. 则 215,5 2 二 
atmod 4). 所 以 87 十 2 一定 有 素 因 数 p 二 3(mod 4), 但 pp.4a 十 1 
区 有 志 寺 1 tmod 4); 开 民 ， 

Ciiy 证 法 同 GD). 

(iiiy 匠 262 3 a 一 2, 由 村 2 六 十 3 三 十 3Cmod 8) ,所 以 必 有 率 
数 pp 三 3tmod 8) 或 一 3Cmod 8) : 户 | 2 有 二 3. 但 疡 呈 一 2 也 有 六 和 
十 itmeod 8) ,十 盾 ， 

316 


(iv 若 352 十 4|a2-2 刚 2+ 瑟 ,382 十 4=7Cmod 8); 所 以 35° 十 
4 必 有 素 因 数 二 5 或 7tmod 3), 但 pla?+2, 必 有 p 寺 1,3(mod 
8), 政 盾 . 

15. 衢 照 引 理 2 证 明 . 

17. 7 和 ea 十 五 同时 遍 册 模 的 完全 剩余 . 

t18.， 区 2 一 YY 表 上 兴工 对 模 户 的 通 ,rvy 同时 遍历 模 疡 的 婚约 


产 ， 
"| x | | Car) Talar) 
2 
< a Fx A yr rT) 
= 一 : | 二 | 岂 二 
> pp |! 之 ,| P 1 
3 
i pp ， i' Pp: 
19. 4af (Cx) = (2ar + bY A. > | 
二 1 
1 
| 工 人 4 pA 时 ,由 此 推出 (i 成 立 . 当 p1 和 时 ,分 | 会 机 | =1， 
[全 | = 一 1 两 种 情形 . 当 | 全 | 一 1 时 , 设 4? 二 A(mod p). 我 们 有 
一 全 i Cr—add) (十 过 ) | rt od 
I 一 ~ 一 一 一 一 | 一 一 1， 
2 p 1! -| p |- > 户 | 
Cx 
- 步 用 到 了 第 18 题 . 所 以 这 时 结论 成 江 . 但 当 ， 1 全 | -一 一 1] 时 


不 能 用 这 方法 ,要 困难 但 多 下面 的 证 法 可 统 - 一 讨论 pt & 的 情形 
显 见 ,我 们 需要 知道 有 客 少 个 zf1s 委 rr 之 六 ) 使 得 让 … 拉 是 模 户 的 
二 次 刹 余 ( 包 括 ;x 一 A 的 情形 ), 这 就 是 要 讨论 加 和 余 方程 x 一 从 
=y (mod 刀 的 解数 4. 量 见 


了 > 11+ 1 


-+ 
但 另 一 方面 ， 了 下 这样 琳 计 算 以 ， 表 同 余 方 程 组 迷 二 
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wtmod p),， 7 三 ww A tmod pp) 的 和 解数 ， 网 := 
1 | | | i | 1 全 人 | T= > 因而 ， 


i 人 “| tw 十 六) 

IT'— Si il | 十 | 十 | | 
这 续 用 到 了 第 17 题 . 第 18 加 人 7 的 这 山 个 关系 式 椎 出 这 时 式 
【ss 让 成 立 , 这 就 证 时 了 所 要 的 结论 . 


一 万 一 1。 


20. 让 一 1 二 (1mod 2), 所 以 可 设 p 宇 3. 若 也 一 了 
岂 取 产儿 电 天 一 一 1fmod pp 了 战 有 说 十 1 人 rr 一 让 一 十 ) 
(mod py. 基 ! Si 1 设 aspscsdz 为 待定 整数 ,要 求 满足 所 说 
时 蓉 共 式 ; 太 pt atea, 这 H 轩 思 二 3(mod 4). 蕊 让 : P==3{mod 8) 
H 可取 a 满 足 必 会 一 24mod pp) ,ec 一 一 a (mod di 


PT7fnod 8 可取 满 是 a 三 ?tmod py 二 一 atmod 大 ) ,一 
过 一 ]. 


习题 二 十 四 


1. Ti 一 15f007 1;C) Ll; (Cv) 1, 
2， |a 汶 例 . 设 4a 二 2"m,28 守 2,21 nm. 利用 互 度 律 担 


| 4 | 一 i 二 | [> 已 | 让 一 1 和 ， 


\ 2 二! \ aT 


| 2 | 一 | 2 | i | 1 


2.& 寺 由 此 推出 结论 成 六 ;21 a 时 ,和 | 用 式 (2) 直 接 瞪 证 | 5 二 | = 


| > | ,所 以 结 沦 也 成 立 . 其 他 类 亿 验 证 . 


3， 同 上 题 的 证 法 
充分 性 显然 . 必要 性 用 反 证 法 . 设 一 pearsai 和 1 且 不 是 平 
方 数 ， 好 一 土 2%pi 呈 plau 一 041;p; 沟 两 两 不 同 的 奇 素 数 ). 设 a 
是 模 p, 的 一 次 非 番 你. 由 提示 若 , 必 有 素数 p 寺 1(mod 8), 户 二 
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| 1， 


1tnod p01 和 ?7 一 1 此 志 三 dtmod p,) ;进而 排出 而 | 


习题 二 十 五 


1 【条 Cro Cr 2 2 十 
1 7 

C0) Ca tr 十 4 十 5 二 7 二 2 一 (一 1 和 (rz 
十 2) 十 ?Cx | 

《17 tr lt lt 3r -27 二 4 一 37 一 1) 十 1]3Cx* 浅 
T1135 十 .1 十 
一 人 

3， (13 原 辣 对方 得 的 解 和 同 余 方程 x? 222 一 了 十 3 三 
otmeod 5 相间 ， 

人 

ttmod 13) 椒 古人 它 的 根 , x 一 1 一 {一 47r7 生生 了 
3 rr 二 10r 10r 一 4722 一 318 -1075)+ 
13t— 4” 十 在 53 — S560x 21x 902x248)., 

4. Ci x 3 二 2 一 1] 二 Omod 7); 

《11 x 5=0Cmod 11). 

习题 二 十 六 

I 1 x 7 O12 mod 157); (Ci) 一 SCmmod 33); 
AT TBB + .rr rmod 143771 一 1;3,5，ry 一 1 3， 5. 

2， (i) 万 解 ; (Gi) zs23Cmod 73); (i) r=2 二 9j(mod 33), 
7 一 QO 二 1; Civ) 元 解 ; (vv) x 三 士 578(mod 11]; (vi Xx 二 士 (2590 二 
4: 19 ) 尘 十 30026 (mod 1947. 

3 出 例 4, 例 5 排出， 

4 化 为 Cx--1)Cr 二 1 三 0(mod gp) 的 同 余 方 程 组 ,再 用 例 4. 
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司 | 5， 

s， 先 证 明 对 素数 p,x* 一 x(mod p*) 的 解数 一 定 为 2,k 为 任 
意 正 整数 ， 

61， 利用 $ 22 推论 3. 

7. 利用 推论 2. 


gt13) 二 A013) 一 12. 原 根 ; 2,6,7,11. 


ql) 一 A(14)= 二 6. 原 恨 : 3， 


i—3—8—?—$-3 4 


可 Ta 省 


ol19) 一 2019) 一 18. 原 根 : 2,3,10.]3.]4.15., 


| 


ute 


gp(21) 二 12 壮 AC21) 二 6. 无 原 根 . 

2. 依次 为 5.6,.20,4,12,11,30， 

3. 由 io) 的 定 文 ( 见 式 667) 推出 

4. 2 一 11.27 时 .Giftcz) 一 ba 一 了 .37 HH ,Ga 一 6 

邱 ， 御 人 rr 一 1 rr (mod nz zz rmod m). 
设 zizsr 对 模 关 的 指数 为 @, 则 人 ao) 所 以 人 = 即 . 三 
InOd #22. 

&， 由 Cz) 一 3, 可 得 a 兰 二 1(mod pa tat+l 二 0(mod p). 
BL 1 二 nl1(mod p}, (la)’ 1 ?24+a’=aFEl{mod p},.(l: 
a 一 一 ] (mod py), | 因而 有 B,C1 于 a} 二 6 

了 7， 让 区 一 1 一 人 (ey | 人 本 推出 gr) 二 芭 一 11: 邮 iE. 

8. 0) 由 pa 一 1 pa 一 1 二 Ca 一 1)(Ca' 十 1) 妈 得 . 

(ii 由 人) 得 (一 a0 二 a 三 一] (mod PP). 设 及 一 6,( 一 a). 我 
们 有 站/2 一 ,Ca 一 人 CC( 一 73) 一 /Ch ,2) ,由 此 及 有关 及 72 即 得 
h' nh. 

fiiiy 这 时 (-a) 人 二 一 gz 三 1 (mod p). 由 此 及 Gi) 的 论 主 即 
得 有 二 上 /2， 

9 CD F122 一 1 ,所 以 65062712 由 此 及 下 ,1 2 一 1 ,Ln 
就 推出 Be 5C22 一 2 1. 

G1) Bu(2)16r (2)—2"11. 设 6,(2) 一 20 .dn 十 1 即 p12 一 1， 
p12 -1 车 4 所 4 则 pp|(27 1921), 国 而 p127 +1， 
这 和 Fermat 数 两 两 区 约 ( 岂 $4 例 1tv})) 闻 有 岳 . 

Cii) 中 GD 及 3,62)| 志 一 1 推出 . 

Civ) 当 n 这 ] 时 ,2*"T1<27. 

Cv) 设 a 是 二 次 非 刹 余 , 阁 不 是 原 根 , 设 其 指数 6 二 2 ,kk 过 2". 
关 册 yr 站 二 1 Cmod 天 而 二 这 璋 余 , 也 盾 . 


二 


bey 
用 


| :由 此 及 is 二 Fatmod 7) 推 测 | 字 | 一 | 这 | 一 1, 当 21n 


| =| | :一 ], 当 21n. 所 以 由 (Cv) 推出 结论 成 立 . 


10 (kiy 2 三 ] (mod py 只 要 证 22 闫 1(mod 及 2 天 1Gmod 
中 本 br3 第 一 式 成 立 . 若 2' 志 1(mod PP); 则 2? ' 寺 2Cmod py， 
所 以 2 是 权 p 的 二 次 科 余 ,Pp 寺 十 (mod 8), 殿 现在 pp 二 3tmod 
8). 政 盾 . 

ri 同 习 的 论证 . 若 不 然 , 一 2 必 为 槛 的 二 次 镜 余 ,所 以 
二 1 .3tmod 8) ,但 需 在 p 三 一 1(mod 8) ,矛盾 . 

5iiiy 同 (0 的 论证 . 先 证 一 3. 若 不 然 , 一 3 大 和 借 户 的 二 次 剩余 ， 
pl10mod 6) 但 现在 4 一 2 六 一 4 二 3， 仅 当 呈 一 3 二 1 时 才 有 有 

三 1(mod 6) ,而 这 时 0 一 红 十 3>3 一 定 不 是 素数 ,元 盾 . 右 一 4 不 
是 原 根 ; 则 - 4 是 权 纪 的 二 次 剩余 , 则 一 1 是 二 次 剩余 ,Pp 二 1(moed 
4 但 这 于 pa3Cmod 4), 耶 大 . 

Cv) 上 若 2? 椒 是 槛 pp 的 原 根 , 则 2: 三 ] tmod p),2* 三 1(mod pp) 
必 有 一 成 立 . 第 一 式 显 见 不 可 能 . 若 2* 二 1(mod 户 ), 则 2 二] (mod 
pj) 或 2 二 一 1 (mod pp). 所 以 ,? 或 一 2 为 模 户 的 二 次 剩余 ,因此 
p 二 十 1,3tmod 8). 但 现在 p 寺 5(tmod 8) ,也 盾 ， 

11. Buta} = (oO, tu) cy" ad. 

12. (fiy Ba 一 G a/A6n 6) 一 665A 因此, (6 (a’)， 
S20 一 1;(ii) 利用 GO 及 BCap) 一 站 oa) GE A). 

13. 由 性 质 7 推出 . 

414， 利 [用 上 题 攻 天 和 关 3 人 4,6 时 必 有 2'9t9Cm2). 

习题 二 十 八 

T，、 现 附 表 1. 

2， 依 深 可 有 取 : 了 7,31, 一 3, 一 65 ,一 338. 

3. 直接 计算 : 证 明 10 二 1(487?). 
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4 依次 为 了 ,7,3, 3 3, 一 5,3,7. 
一 1 
5， 取 为 模 户 原 根 .1 二 十 (一 1 二 ee, 由 此 及 中 天 
一 1 

1tmod Pp) 户 一 1 全 Ifrmnod py,Bp 1116, 就 推测 所 要 结 
论 . 

6. 00). 设 1.2. 呈 ; 亡 一 1 所 可 能 取 到 的 不 同 的 指数 是 家，…， 
3.. 我 们 有 z 一 16 6] 1, 设 = 的 素 因 数 分 解 式 是 pi pr， 
必 有 aj; 对 模 p 的 指数 为 闻 (C1 妥 JE 再 让 rt 一 pp 1 就 推测 了 
(71), 这 可 由 x 一 1 圭 0(mod pp}) 的 解数 为 5 一 1 排出 . 

Kiiy 出 (上 太 $27 人 性质 8 就 推出 . 

《iiy 2 的 指数 为 11, 一 1 的 指数 为 2, 订 以 一 2 是 模 23 的 原 
根 ， 

7， 利 用 第 1 题 的 结 玉 , 取 g 为 模 p 最 小 正 原 根 , 再 求 g' 对 模 
声 了 的 最 小 止 剩余 ,1 雪人 庆 一 1 一 1 一 1 即 得 . 模 19 为: 2,3， 
10,13,14,15: 模 31 为 :3,11.12.13.17.21.22.244 模 37 汶 ; 2,5， 
13，15.17: 18,19,20,22,24:32.354 模 53 为 :2 3.5,8.12.14,18， 
19,20,21,22,26,27,31, 32,33,34,35,39,41,45,.48,50,51; 异 71 
为 : 7,11,13,21,22,28,3],33,35,42,44,147,52,53,55,56,59, 
61.62.63.65,67.68 ,69. 

$8. 只 些 把 上 是 为 偶数 的 原 根 g 改 为 g 十 pp， 

9 对 模 2% 行 在 指数 为 2%5 的 数 ao 对 模 p55 存在 指数 为 p(t) 
的 数 “5 即 原 根 ). 由 此 及 $27 性 质 10 即 得 所 要 结论 . 

习题 二 十 妃 

1. 7 无 解 ;i) x 三 1];,13;16,4(mod 17);1Gi) x 二 29,3.,30,， 
l13.7tmod 410 stv) r=7 18Cmod 22). 

2. b==29,3,30.13,7(mod 41). 

3. 一 1 对 模 疡 任 一 原 根 的 指标 均 为 (pz 一 1372. 因此 ,二 
一 1Cmod py) 有 解 的 充 要 条 件 是 (4,p 一 1);(p 一 1)/2, 即 包 圭 
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limod 8). 
(i) z= 士 9, 士 23Kmod 64);(ii) 无 解 . 
(0 无 解 ; (ii} 无 解 . 
， 利用 定理 2 果 前 一 式 即 可 写 出 全 部 三 次 .四 次 剩余 ， 
见 第 3 题 . 
， 人族 号 逢 p 的 原 根 ,7 一 7Yp.z (2). 原 同 余 方 程 等 价 二 83 二 
dy tmod 疡 一 17. 妆 5 pb 反 士 ICmod 8)H 轩 ,2|7. 
9. 8702) 一 9. 由 定理 3 上 及 式 58) 推 出 ， 


10， 必 要 性 显然 若 | 全 | =1, 则 
a (mod 2 Tat rb) (mod py. 


当 ps3Cmod 4) 时 ,如 | ,| 了 | 必 有 一 个 为 1 


习题 三 十 


和 


1. 证 法 同 引 理 3. 

3. (1) 23。53 一 272 一 152 一 122 十 112 一 252 十 192 十 132 十 8 

(iiy 43。197==742 十 512 十 152 十 132>~=0692 二 592 十 ]92 十 1023 

(iii 47 * 223 一 101 :十 12 十 102 十 各 二 77 十 54 十 4 人 0 十 个. 

4. 当 和 NN 一 1 不 等 于 0,1,2,3,4,6,7,9,10,12,15,18,33 时 ， 
由 定理 7 了 知 N - 算 可 表 为 六 个 止 平方 和 .34 二 3 十 3 十 2 十 2 十 2 
二 22. 再 直接 验证 ; 亿 当 N= 二 1.2,3,415;7,8110,11;13,16,19 时 
不 能 表 为 六 个 止 平 方 和 . 

5.， 用 归纳 法 证 第 一 个 结论 . 训 二 0 时 结论 成 并 . 假设 一 n 
(C0) 时 成 江 , 当下 二 n 寺 1 时 ,和 蔡 

2 x0, 

种] TT] + 一 十 是 两 奇 一 个 . 且 蚌 个 奇数 不 能 相等 由 此 排出 地 
Mw. 当中 半 ? ,27 一 二 共 填充 -XX 一定 全 六 人 习 数 ,因此 

一 2 十 六 十 0 二 一 (201 一 (C271 二 (C27 区 ?十 (2 2， 

2 2 十 站 十 0 
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.由 上 上 题 推出 . 


习题 三 十 一 


3. 设 n2 人 pin pr og pl (mod 4) 1 二 nod 4).n 
和 一 m7/2“ 的 人 厨 正 除数 个 数 相 同 . 比较 4 二 gg 的 形 如 4&-+1 
的 正 除 数 和 形 如 朱 十 3 的 正 除 数 个 数 ， 

4， 即 只 (ma 等于零 的 充 吾 杀 件 . 

§$. 当 nl(nod 47H ,oa2 -rr 一 的 两 个 解 对 凡 于 dx 十 yw 二 
的 一 个 解 . 

6 和 利用 于 题 :及 和 31 对 六 (名 Go,Ptz 的 讨论 结果 . 

7，(i) 利用 3 22 推论 3. (Gi) 考虑 集 台 :gm 一 zi0sim< 
~ 记 , 利 用 8 1 定理 5. dii》 由 (7) 排出. 

8、(i) 有 能 必要 杀 件 是 | | 一 1; (i) 同 证 第 ? 题 (ii 的 方 
法 ;Ci 设 wosvw 是 满 是 06) 的 一 组 解 . 证明; 必 有 上 -HH3o 一 六 或 
3p. 

9. 取 (r 一 Vd =r 一 Nd yi (rd yy 如 可 . 


习题 三 十 二 


1. 《0 一 1.2.1:935f0ii) 0.5,1,1,2,.1,4,.1,21). 

2. 23: 2 一 273:2 二 3742 二 -57 2 十 23732:， 2 二 2839，2 十 
5177],2 十 3347/465,2 十 385/536,2 十 71971001,2 .| 379975289== 
2.718283229.e 的 近似 值 是 ， 2. 718281828…. 这 个 连 分 数 是 e 的 
无 限 简 单 连 分 数 展开 的 一 个 渐 近 分 数 . 
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s. 由 式 (34) 排 出 ， 
6，ti) 利用 式 (34) ,用 帅 纳 法 证 ; C0) 利用 (0 ,及 式 (38). 


习题 三 十 三 


1 起 式 647 及 (57 推出 ， 

2. fi 205/93— 《2935197 一 42:4.19717》 一 《2 4, 1,1772》 二 
《2 1 8.27y.(2 4 1.8) 一 (2 4 978? 一 (2,4479》> 一 97744, 由 第 1 
是 知 ,205，44 一 93* 97 一 一 1 二 一 (205,93), 所 以 解 为 + 二 一 44 十 
93rsy 一 97 一 2051 yt 二 0, 士 1 ,十 2,…. (ii) 用 同样 方法 求解 , (i) 无 
解 . 

3. (0 一 1,1,22, 3 1,1,2.2》 一 《一 1,1,22,3, 1:1.2,1，1)4 

(ii 《1.2,1,4.3,.1, 5 2 1:3> 一 (1 2 1 4 3 1,5,2.1,2, 1)1 

4. 利用 第 1 题 及 习题 = 十 二 第 5 题 6ii) 可 得 : 将 结论 成 并 , 则 
有 ak 1 一 外 十 (一 1 这 就 扒 册 了 必要 性 . 当 条 件 人 0 或 G0 成 并 
时 ,由 第 1 题 可 推出 : a15 一 -i; 即 i 站 -一 1. 出 此 推出 上 二 ,一 
国 而 ,由 习题 三 和 -第 5 题 就 证 明了 充分 性 ， 

s. 利用 $32 定理 2, 


习题 三 十 四 


1. riy (C25 5 /10; (diy (4 37)/7:; 
CY) Cv 2 1 /Ociv) —3+~v 2. 


3, (1) “29 一 :62, 1, 1,2,10)i0ii) Cv 0+1}/3= (1 ,2,1). 
s， 利 玫 忆 题 三 二 三 第 5 题 . 
习题 三 十 五 
1. ciy 利用 习题 三 十 二 第 5 题 ; 
(iiy 利用 6 以 下 对 任 - - 取 定 的 记 0 二 FL 一 1 当 半 二 加 0o 十 
itmod ££) ,好 一 时 二 十 丈 。 17 并。 的 航 限 六 A 1 13 


fiiiy Cc0,5,8,6;1;1;] ;4) 的 四 个 极限 点 是 : 2 ~ 7 了 /3 7， 
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2、 773.2n77t 这 里 2 773 两 个 极限 点 相 章 3: 可 以 证 明 
入 最 限 点 是 LT 二 站 本 
分 的 呐 倍 . 

2. CY :3123 11, 3.1: 5 1 3,1.1vd43--67 一 
:1 1.3,1,5:.1:3, dl,127: (0) 《2 1 4.1，1) 

3. CGY Bol 2 2 a J a=iv dd J; Gi p=[~v dad 1, 
[~ da 十 1 

4. w= Eh 0 
& 7 0 十 到 1) 利用 加 题 三 全 一 第 5 题 . 

5 [di dq 和 va 的 周期 相同 , 旦 前 者 是 纯 循 环 连 分 
数 , 出 [vd | 二 Aq 一 <2[M a 可 推出 必要 性 . 

9. 同 第 5 题 的 论证 方法 ,出 [V4]+Ma = (2[Va],b)， 
52 vd Jj, 可 推测 必要 性 . 

10， 设 ec- 一 2 一 5 虐 c 二 2c, 1 十 co75 守 3. 法 2 二 Cac, 十 
1322c 十 ] 时 ,~ dd 的 周期 为 :十 1; 这 里 & 是 任 :上 整数 ， 
< 一 pcs 十 1)2 2 ,2(ues 十 1)) ,其 中 有 ss 个 2. 

11， 利 用 第 4 题 ,到 饭 =[VqdJ+~V dad. 一 1/&=1/(vd— 
va 二 (avai2[MV 9])， 但 由 第 4 题 知 , 一 1/& = 
ari sa 2 a Dh. 


习题 三 十 六 
1. 见 附 表 2. 
2， 见 附 表 2. 
3， 淮 虚 Pell 方程 | 的 解 . 
4. 原 方 程 串 写 为 (2x 十 1): 一 2y: 二 一 1, 本题 是 求 琴 让 攻 边 为 


相 邻 整数 的 商品 二 地形 . 
s， 即 解 和 不 定 方 程 n(n 二 17 一 2y7, 肥 (c2n 十 1): 一 8y* 二 1. 
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6 0 可 由 mo 2 trlww 220+T、 2) 推出. 

CD 用 rt Yan, 2 _- Cr bn ~ 2 Yt Fv 2 i 
(i) 插 凡 ， 

ti Ev 是 2 的 最 小 下 能 ， 般 解 居 (1 
vs 第 4 归 1 证 
Cor oho Er 1 2), 

tiv》 利 用 za 一人 ra 
推出. 

Cv | v2 Cara Vi 2 fr, Fu ~ 2 及 
Liv > 惟 出 ， 

kt 十 2 而 
让 下 蚊 (0) 推 出 所 要 结论 , 这 也 可 直接 从 .于 展 半 看 出 ,日 总 有 
21 本 

Cv 1 本 明 ww- 30: 二 十 1 ,除了 了 
8 一 一 外 无 其 他 止 整 数 解 . 相 一 2 一 1] 可 玻 写 为 (ww: 一 1) (r+ 1) 
7 27 电 岂 ,万 汇 正和 籼 数 解 .ze 和 一 一 1 可 晓 写 将 权 十 (一 1 
由 汪 是 无 第 12 题 就 推 吕 了 2“ 一 忆 一 ] 外 无 其 他 正 整 数 
钥 . 

7. 设 z| ys~v PP 是 rr py 一 1 的 最 小 正解 . 由 py 二 (2 
1 裤 测 2 zas21ys. 太 户 能 且 只 能 徐 除 xz 寺 1,x; 一 1 中 的 -一 个 . 因 
和 有 二 1 一 2zivxwy 生 1 二 2py 成 立 . 淹 而 得 说 一 py 二 二 1 但 
Te | ~ 户 是 最 小 正解 ,yy 二 yi ,所 以 民 能 到 信号 

8 sdy 一 一 1 的 厄 小 正解 的 从 要 条 件 是 (s 十 


:ed } Ot vl. 
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L3] 和 [L121 这 两 本 书 介 绍 了 许多 著名 .有 有 趣 的 数论 问题 ,它们 的 研究 情况 和 上 


前 最 好 的 结果 ,值得 数论 爱好 者 一 读 . 其 他 的 是 我 们 在 写本 书 时 参考 较 多 的 初等 数论 
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